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چکیده

مسئله طولانی ترین مسیر، یعنی یافتن یک مسیر ساده با 
بیشترین تعداد رأس، یک مسئله  ان پی سخت با کاربردهای 
زیاد اســت. با این حال این مسئله  برای برخی از رده های 
گراف، از جمله گراف های توری بدون حفره یک مسئله باز 
-شــکل، نوع خاصی از گراف توری  است. گراف توری 
بدون حفره اســت. در این مقاله، نشان می دهیم که  مسئله 
-شکل با اندازه  طولانی ترین مســیر در گراف های توری

زوج را می توان در زمان خطی محاسبه کرد.
واژه های کلیدی: گراف توری،گراف توری بدون حفره، 
-شکل، طولانی ترین مسیر مسیر همیلتونی، گراف توری 

1-    مقدمه

مسئله طولانی ترین مسیر، مسئله یافتن مسیری ساده با 
بیشترین تعداد رأس بین دو رأس معین در گراف است. این 
مسئله یکی از مسائل ان پی سخت مشهور در نظریه گراف 

است. مسئله ای در ردۀ پی است اگر در زمان چند جمله ای 
قابل حل باشــد. مســئله ای در ردۀ ان پی است که در زمان 
چند جمله ای قابل راستی آزمایی باشد، یعنی با داشتن یک 
جواب بالقوه بتوان در زمان چندجمله ای راســتی آزمایی 
کنیم که این جواب واقعا یک جواب درســت برای مســئله 
اســت یا خیر. مسئله ان پی سخت مســئله ای است که همه 
مســائل ان پی را بتوان در زمان چند جمله ای به آن کاهش 
داد. مسئله A به مسئله B کاهش می یابد اگر بتوان هر نمونه 
از مسئله A را به یک نمونه از مسئله B تبدیل کرد و از روی 
جواب مســئله B بتوان جواب مســئله A را به دست آورد. 
مسئله مسیر همیلتونی، یعنی تصمیم گیری در مورد این که 
آیا مسیری ساده بین دو رأس معین در گراف وجود دارد که 
هر رأس دقیقاً یک بار ملاقات شود، حالت خاصی از مسئله 
طولانی ترین مسیر است. این مسئله کاربرد هاي زیادي در 
، تجسم اطلاعات، روباتیک و غیره  طراحي تراشه هاي 
دارد ]1[ و تنهــا براي رده هاي خاصــي از گراف  الگوریتم 
زمان چندجمله اي ارائه شــده است ]2[ و هنوز براي برخي 
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از انواع رده هاي گراف این مسئله باز است ]3[. گراف توری 
اولین بار در سال 1978 توسط لوسیو و موگنیا معرفی شد 
]4[. ایتای و همکارانش  ]5[ ثابت کردند که مســئله مســیر 
همیلتونی برای گراف های توری عمومی ان پی کامل است، 
آن ها همچنین مسئله مسیر همیلتونی بین دو رأس معین در 
گراف های توری مستطیلی را حل کردند. چن و همکارانش 
]6[ الگوریتمی موازی برای ســاختن مســیر همیلتونی در 
گراف توری مســتطیلی ارائه کردنــد. چانگ و همکارانش 
]7[ مســئله طولانی ترین مسیر بین دو رأس معین که دقیقا 
یک رأس از گراف توری مســتطیلی حذف شــده باشد را 
حل کردند. هیــدارا و همکارانش ]8[ مســئله طولانی ترین 
مسیر بین دو رأس معین که دقیقا دو رأس از گراف توری 
مستطیلی حذف شده باشد را حل کردند. یوانید و همکارانش 
]9[ مسئله طولانی ترین مسیر را برای گراف های بازه ای در 
زمان  حل کردند. کشــاورز کوهجردی و باقری یک 
الگوریتم زمان خطی برای پیدا کردن مســیر همیلتونی در 
گراف های تــوری الفبایی خاص L ،C ،F ،E و O ارائه کردند 
]10 و 16[. گراف های توری الفبایی، معادل حروف الفبایی 
انگلیســی هســتند. گراف توری الفبایی T حالت خاصی از 
گراف های T-شــکل اســت. آن ها همچنین یــک الگوریتم 
زمان خطی برای مســئله طولانی ترین مسیر بین دو رأس 
مشخص و طولانی ترین دور در گراف های توری مستطیلی 
با یک حفره مســتطیلی ارائه کردند ]13، 14، 15، 18 و 19[. 
اصغریان سردرود و باقری یک الگوریتم با ضریب تقریب 
23 برای مسئله طولانی ترین مسیر در گراف های توری ارائه 
دادند ]17[. فرقانی و کشــاورز کوهجردی مســئله مسیر 
همیلتونی را برای گراف های توری T-شــکل در حالتی که 
اندازه گراف زوج باشد حل کردند ]11 و 12[. غریب بلوکی 
و کشاورز کوهجردی مسئله مسیر همیلتونی بین دو رأس 
معین در گراف های توری مستطیلی با یک حفره L-شکل با 
اندازه فرد را حل کردند ]21[. تا به حال راه حل چند جمله ای 
برای هیچ یک از مســائل ان پی ســخت ارائه نشده است و 
عقیده عمومی این است که این مسائل را نمی توان در زمان 

چند جمله ای حل کرد. بنابراین برای حل این مســائل یا از 
روش های تقریبی اســتفاده می شــود یا حالات خاص این 
مســائل که در زمان چندجمله ای قابل حل هستند، بررسی 
می شــوند. در این مقاله، مسئله طولانی ترین مسیر بین دو 
رأس معیــن s و t  در گراف های توری T-شــکل با اندازه 
زوج را بررســی می کنیم و یک الگوریتم زمان خطی برای 

آن ارائه مي دهیم.
ســاختار مقاله به صورت زیر است: در بخش2، برخی 
تعاریف، نمادهــا و نتایجی که در ادامه به آن ها نیاز داریم 
را بیان می کنیم. در بخش3، حد بالا روي طول طولانی ترین 
مسیر در گراف های توریT-شکل را به دست می آوریم. در 
بخش4، الگوریتمی زمان خطی برای ســاخت طولانی ترین 
مســیر بین دو رأس معین s و t بیان می شود. نتیجه گیری 

نیز در بخش5 بیان می شود.

2-    تعاریف و نتایج پیشین

گراف نامتناهی  گرافی اســت که مجموعه رئوس 
آن نقاط صفحه با مختصات صحیح می باشــد و دو رأس 
از طریــق یالی به هم متصل هســتند اگر و تنها اگر فاصله 
اقلیدسی بین آن ها یک باشد. گراف توری  یک زیرگراف 
متناهی از گراف نامتناهی  است. در گراف توری درجه 

هر رأس حداکثر چهار است.
 فــرض کنید یک گراف توری با مجموعه 
رئوس و مجموعه یال باشد. مختصات رأس

 توســط  و  مشخص می شــود. رأس v زوج است 
اگر  زوج باشــد. در غیر این صورت فرد اســت. 
رئوس زوج با رنگ سفید و رئوس فرد با رنگ سیاه نشان 
داده می شود. توجه داشته باشید که مسیر در گراف توری 
بین رئوس ســیاه و سفید تغییر می کند. تعداد رئوس سیاه 
و سفید متفاوت است. رنگی که با آن تعداد رئوس بیشتری 
رنگ شده است را رنگ اکثریت می نامند و رنگ دیگر اقلیت 
نامیده می شــود. فرض کنید  تعداد رئوس سیاه و  
تعداد رئوس سفید در گراف توری باشد. اندازه یک گراف 
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= )متناظراً  توری زوج )متناظراً فرد( اســت اگر 
(. طول مســیر )یا دور( تعداد رئوس 
مســیر )یا دور( تعریف می شــود. فرض کنید  یک رأس 
در گراف توری باشد، آنگاه  یعنی رنگ رأس  
در این مقاله، فرض می کنیم )1و1( مختصات رأس گوشــه 
چپ بالا باشــد. گراف توری مستطیلی، گرافی با مجموعه 
اســت،  رئوس  
که با  یا  نمایش داده می شــود. اندازه گراف 
توری مســتطیلی،  است.  شــکل 1)آ( مثالی از یک 
 گــراف توری مســتطیلی را نمایــش می دهد.  یک 
-مستطیل است اگر  یا  باشد. گراف توری 
-شــکل که با  یا  نمایش داده می شود، 
یک گراف توری مســتطیلی اســت که یک زیرگراف توری 

مستطیلی  از گوشه آن حذف شده است.
شکل 1)ب( یک گراف توری L-شکل را نمایش می دهد. 

اندازه گراف توری L- شکل  است. 
-شــکل کــه با   گراف توری 
یا  نمایش داده می شــود، یک گراف توری مســتطیلی 
اســت کــه دو زیرگراف تــوری مســتطیلی  و

 به ترتیب از گوشــه چپ پائین و گوشه راست 
-شکل،  پائین آن حذف شــده اســت. اندازه گراف توری 
 -  اســت، شــکل2 یک گراف توری 

شکل را نمایش می دهد.
 تعریــف 2-1.  دو رأس متفاوتs و t در G ســازگار-

رنگی نامیده می شوند اگر  )الف(  و 

و  رنگ اکثریت داشته باشند یا )ب(   و و 
 رنگ متفاوت داشته باشند.

اگر  باشــد، آنگاه تعداد رئوس ســفید و 
سیاه یکســان اســت. از این رو دو رأس پایانی هر مسیر 
همیلتونی در گراف باید رنگ متفاوت داشته باشند. به طور 
مشابه اگر  باشد، آنگاه تعداد رئوس با 
رنگ اکثریت یکی بیشتر از تعداد رئوس با رنگ اقلیت است. 
بنابراین دو رأس پایانی هر مسیر همیلتونی در گراف باید 
رنگ اکثریت داشته باشند. پس سازگار-رنگی بودن رئوس

 و  شــرط لازم برای وجود مســیر همیلتونی در گراف 
توری اســت. در ادامه از  برای نشــان دادن یک 
و  و از    گراف تــوری   با دو رأس متمایز
برای نشــان دادن مســئله پیدا کردن مســیر همیلتونی )یا 
و  در  مسئله پیدا کردن طولانی ترین مسیر( بین رئوس
گراف توری  اســتفاده می کنیم. همچنین مسیر همیلتونی 
و  در  را با  نشان می دهیم.  بین دو رأس

شکل 1: )آ( گراف توری مستطیلی  و )ب( گراف توری L-شکل 

شکل 2: گراف توری T- شکل 
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بدون از دست دادن کلیت مسئله فرض می کنیم که  
است.

 ایتای و همکارانش نشان دادند اگر یکی از شرایط زیر 
برقرار باشد، آنگاه  مسیر همیلتونی ندارد 

.]5[
)مs )1 یا t رأس برشــی باشــند یا  برش رأسی 

باشند )شکل 3)آ( و 3)ب( را ببینید(.
  ،  ، )مm)2زوج باشد، 
یا  زوج  و  فرد باشــد و  )شکل3)ج(

. باشد و  )شکل3)د(
تعریف 2-2.  مسئله مسیر همیلتونی  
قابل قبول است، اگر سازگار-رنگی باشند و  

هیچ یک از شرایط )م1( و )م2( را برآورده نکند.
قضیــه 2-1. فرض کنید  یک گــراف توری 
مســتطیلی شــکل و  و  دو رأس مجــزای آن باشــند. 
اگــر  فقــط  و  اگــر  دارد،  وجــود   

 قابل قبول باشد]5[.
یــک گراف توری  قضیــه 2-2. فرض کنید 
مستطیلی،  و و  دو رأس مجزای آن باشد، در 
این صورت مسیر همیلتونی در زمان خطی در 

ساخته می شود ]5[.
لــم 2-1. فــرض کنید  یــک گــراف توری 
مســتطیلی باشد.  دور همیلتونی دارد، اگر و فقط 

اگر  و  ]5[.
در ادامه مقاله، منظور از طول یک مســیر یا دور تعداد 
رئوس مســیر یا دور اســت. همچنین  حد بالا 

روی طول طولانی ترین مسیر بین  و  را نشان می دهد.
لم 2-2.  فرض کنید  یک گراف توری مستطیلی 
و   کنیــد   فــرض  باشــد. 
باشــد. آنگاه طول طولانی ترین دور در  برابر با 

.]20[ 
کشــاورز کوهجــردی و باقــری ]13[ برای مســئله 
طولانی ترین مســیر در گراف توری مستطیلی شرایط زیر 

را ثابت کردند.
)ش1(  سازگار-رنگی است و هیچ یک 

از شرایط )م1( و )م2( بر قرار نباشد.
)ش2( شــرایط )م1*( و )م2*( بر قرار نباشد و یکی از 

حالت های زیر رخ دهد: 
)1( اندازۀ  زوج است و  و  همرنگ هستند.

)2( انــدازۀ فــرد اســت و  و  رنگ هــای 
متفاوتی دارند.

)ش3(  شــرایط )م1*( و )م2*( برقرار نباشد و یکي از 

حالت هاي زیر رخ دهد:
)1(  اندازه  فرد اســت و رئوس  و  ســیاه 

رنگ هستند، یا
)2(   سازگار-رنگی است و شرط )م2( 

برقرار باشد.
در اینجا )م1*( و )م2*( به صورت زیر تعریف می شود:
)م1*(  یک گراف توری 1-مستطیلی است و

.   یا 
)م2*(  یک گراف توری 2-مستطیلی است و

.   یا  و
 آن ها حدهــای بالای زیر را برای طــول طولانی ترین 

مسیرها در گراف توری مستطیلی  ثابت کردند:

شکل 3: شرایط )م1( و )م2( در گراف توری مستطیلی
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قضیــه 2-3. در گــراف توری مســتطیلی  
و  را می توان در  طولانی ترین مســیر بین هر دو رأس
زمان خطی یافت و طول آن یعنی ) برابر 

با  است ]13[.
کشــاورز کوهجردی و باقری ثابــت کردند علاوه بر 
شــرط )م1( اگر یکی از شــرایط زیر برقرار باشــد، آنگاه 
و  مسیر همیلتونی وجود  در گراف توری L-شــکل بین
ندارد ]15[. دقت کنید حالت های مشــابه در کل مقاله حذف 

شده است.
و     ،  ، )م3( 

)شکل 4)آ( را ببینید(.
 ،  ، )م4(  زوج باشد، 
،  و  

)شکل 4)ب( را ببینید(.
،  فرد باشد،   )م5(  فرد باشــد، 
 و  یــا  

و  )شکل های 4)ج( و 4)د( را ببینید(.
 ،  ، باشــد،  زوج  )م6(  

 و  )شکل 5)آ( را ببینید(. 
-شــکل  ، انــدازه گــراف تــوری   ، )م7( 

و  باشــد،   زوج 

 )شکل 5)ب( را ببینید(.
)م8(  زوج باشد و  و  یا

. فــرض کنید  یک   و 
افــراز عمودی یا افقی از  باشــد به طــوری که  یک 
زیرگراف توری 3-مســتطیلی و  یــک زیرگراف توری 
2-مســتطیلی باشد. فرض کنید  و  دقیقاً از طریق دو 
رأس  و  به هم متصل باشــند به طوری که  
 ،) ، اگر  )یا  فرض کنیــد  و 
( و  در شــرط )م2(  آنــگاه  )یا 

صدق کند )شکل هاي 6)آ( و 6)ب( را ببینید(. 
)م9(  زوج باشد و  و  یا

. فــرض کنید  یک   و 
-شکل از  باشد به طوری که   افراز عمودی، افقی یا 

یک زیرگراف توری 3-مستطیلی و 
)الف( یک زیرگراف توری مستطیلی باشد، یا

-شــکل باشد، در اینجا  و  )ب( یک زیرگراف توری 
 فرد هستند.

،  و  فرض کنید  و  دقیقاً از طریق ســه رأس 
. فرض   به هم متصل باشــند به طوری که 
(، آنگاه  ، اگر  )یــا  کنیــد  و 
( و  در شــرط )م2( صدق   )یا 

کند )شکل های 7)آ( و 7)ب( را ببینید(.
-شــکل  تعریــف 2-3. مســئله مســیر همیلتونــی 

 درصورتــی قابــل قبول اســت که 
ســازگار-رنگی باشد و  هیچ کدام از 

شرایط ممنوعه )م1( و )م3( - )م9( را برآورده نکند.
قضیــه 2-4.   بین دو رأس  و  مســیر 

شکل 4: شرایط )م3(، )م4( و )م5( در 

. شکل 5: شرایط )م6( و )م7( در 

شکل 6: شرط )م8( در 
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همیلتونــی دارد، اگر و فقط اگر  قابل 
قبول باشد ]15[.

قضیه 2-5.  فرض کنید  مسئله 

مســیر همیلتونی قابل قبول بین دو رأس معین  و  باشد، 
آنگاه مسیر همیلتونی  در زمان خطی 

ساخته می شود ]15[.
لم 2-3. فرض کنیــد  یک گراف توری 

-شکل باشد.  دور همیلتونی دارد اگر و فقط 
،  و  ]15[. اگر 

 لم 2-4. فــرض کنید  یک گــراف توری

،   و  -شــکل باشــد. فرض کنید 
 باشد. آنگاه طول طولانی ترین دور در 

  برابر با  ]20[. 
کشــاورز کوهجــردی و  باقــری ]14[ برای مســئله 
-شکل شرایط  طولانی ترین مســیر در گراف های توری 

زیر را ثابت کردند.
)ش4(  ســازگار-رنگی اســت و هیچ یک از 

شرایط )م1( و )م3( - )م9( برقرار نیست.
)ش5( هیــچ کــدام از شــرایط )م3*(، )م4*(، )م6*( و 

)ش م1*( برقرار نیست و 
)1( انــدازه  زوج اســت و  و  همرنگ 

هستند.
)2( اندازه  فرد اســت و  و  رنگ های 

متفاوت دارند.
)ش6( هیــچ کــدام از شــرایط )م3*(، )م4*(، )م5*( و 

)م6*( برقرار نیست.
)1( اندازه  فرد اســت و  و  سیاه رنگ 

هستند.
)2(  سازگار-رنگی اســت و یکی از شرایط 

)م7*( و )م3( - )م9( برقرار است.
در اینجــا، )م3*( – )م7*( و )ش م1( بــه صــورت زیر 

تعریف می شود.
 ، ، ، ، )م3*(

.  و 
و    ،  ، )م4*( 

.
. ،  و   ، )م5*( 

،  و  و )م6*( 
یا  یا  

. و 
)م7*( اندازه  فرد،  و  سفید رنگ،  یک برش 

. رأسی و  یا 
 ، ، ، )ش م1*(

. و 
آن ها حدهــاي بالایی زیر را برای طــول طولاني ترین 

-شکل ثابت کردند. مسیرها در گراف توری 

؛ در غیر این  در اینجا،  اگر 
. صورت

شــکل  قضیــه 2-6. در گــراف توری -

طولانی ترین مســیر بین هــر دو رأس  و  را می توان در 
زمان خطــی یافت و طول آن یعنی  

. برابر با
اکنون شــرایط لازم برای وجود مسیر همیلتونی بین  
شکل را به دست می آوریم، موقعیت  و  در گراف توری -

قرار گرفتن رئوس  و  در  شامل 4 حالت زیر است:

شکل 7: شرط )م9( در 
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  -1
2-  و 

3-  و  
 -4

بنابر تقارن تنها حالت های 1و2 را در نظر می گیریم.
 ،  ،  ، در ادامــه مقاله، حالتــی که

 و  است را در نظر می گیریم. 
فرقانی و کشــاورز کوهجــردی ثابــت کردند علاوه 
برشرایط )م1( و )م3( اگر یکی از شرایط زیر برقرار باشد، 
شــکل بین  و   مسیر همیلتونی  آنگاه در گراف توری -

وجود ندارد ]11 و 12[.
)م10( فــرض کنید  یک افــراز عمودی یا افقی 

-شــکل باشد، به طوری که  یک گراف  از گراف توری 
توری 2-مستطیلی یا 3-مستطیلی و  یک زیرگراف توری 
1-مستطیلی باشد. فرض کنید  و  از طریق یک رأس 
 بــه هم متصل می باشــند. به طوری که  و فرض 
 ، کنیــد  و  باشــد. اگر  یا 
در شــرط )م1( و  آنگاه  یا  و 

)م2( صدق می کند، شکل هاي 8)آ( و 8)ب( را ببینید.
 ،  ،  ، )م11( 

 و  )شــکل 8)ج( را 
ببینید(.

 ، نباشــند،  رأســی  بــرش  )م12(  

 و یکی از حالت های زیر رخ دهد:
،  و    )الف( 

)شکل 8)د( را ببینید(.
،  و   )ب( 

)شکل 9 )الف( را ببینید(.
،  و    ، )ج( 
ســفید باشد و  فرد باشــد یا  سیاه باشد و  زوج 

باشد  )شکل های 9)ب( و 9)ج( را ببینید(. 
، ،  و  زوج باشند،   ، )م13( 

و و   ،
یا  و  )شــکل 

9)د( را ببینید(.
،  سیاه باشد،  )م14(  و  زوج باشند، 

  و یکی از حالت های زیر رخ دهد:
)الف(  و  )شکل 10)آ( را ببینید(.

)ب(  و  فرد باشد و  یا 
 زوج باشد و  )شکل 10)ب( را ببینید(.

،  زوج باشد،  )ج(  فرد باشــد، 
و     ،
فرد باشد و  یا  زوج باشد و  

)شکل های 10)ج( و 10)د( را ببینید(.
  ، )م15(  و  فرد باشــد،  زوج باشد، 

سفید باشــد،  و یکی از حالت های زیر 
رخ دهد:

)الف(  و  )شکل 11)آ( را ببینید(.
،  و  فــرد باشــد و  )ب( 
 یــا  زوج باشــد و  

)شکل 11)ب( را ببینید(.
)م16( فرض کنید  و  

شکل 8: شرایط )م1۰(، )م11( و )م12( در 

شکل 9: شرایط )م12( و )م13( در 
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یا  و  باشــد. فرض کنید 
 یک افراز عمودی یا افقی از  باشــد به طوری 
که  یــک زیرگراف توری 2-مســتطیلی باشــد. فرض 
کنیــد  و  دقیقاً از طریق  و  به هم متصل باشــند، 

به طوری که  باشد. فرض کنید  و 
یا  و  ، آنگاه   ، اگر  یــا 
 در شرط )م2( یا )م8( صدق می کند )شکل هاي 

12)آ( و 12)ب( را ببینید(.
  ، )م17( فــرض کنید 

،  و  و  زوج باشــد یــا 
 زوج باشــد فرض کنید  یک افــراز عمودی 
یــا افقی از  باشــد، به طوری که  و  زوج باشــند. 
،  و  به  فرض کنید  و  دقیقاً از طریق ســه رأس 
هم متصل باشــند، به طوری که  باشد. فرض 
، آنگاه  یا  ، اگــر   کنید  و 
یا  و  در شرط )م2( یا )م9(   

صدق می کند )شکل هاي 13)آ( و 13)ب( را ببینید(.
لم 2-5.    دور همیلتونی دارد، اگر و فقط اگر اندازه 
،  و   آن زوج، 

باشد ]11 و 12[..
شــکل  قضیه 2-7. فرض کنید  یک گراف توری -

بــا اندازه زوج و  و   دو رأس آن باشــد،  
وجــود دارد اگر و فقط اگر  و   در  ســازگار-رنگی 
باشد و  در شرایط )م1(، )م3( و )م10( – )م17( 

قرار نگیرد ]11 و 12[.
قضیه 2-8.  یک مسیر همیلتونی دارد، اگر و 

فقط اگر   قابل قبول باشد ]11 و 12[.
-شکل با  قضیه 2-9. فرض کنید  یک گراف توی 
اندازه زوج  و  و   دو رأس متمایز آن باشد، آنگاه مسئله 
مسیر همیلتونی بین   و  و دور همیلتونی در زمان خطی 

حل می شود ]11 و 12[.

3-    حد بالا برای طولانی ترین مســیر در گراف توری 
T-شکل با اندازه زوج

وجود ندارد  همان طور که قبلا گفته شد 
اگــر یکی از شــرایط ممنوعه برقرار باشــد یا  
 ســازگار-رنگی نباشــد. فرض کنید  یک گراف توری

-شــکل و  و  دو راس آن باشد. در این بخش، حد های 
بالایی را براي طول طولانی ترین مســیر بین  و  به دست 
مي آوریم. در سراسر این مقاله از نماد )ح( برای نشان دادن 

حد بالا استفاده می کنیم. 
لم های زیر شرایط حد بالا را برای طولانی ترین مسیر 

بین  و  را برای گراف توری T-شکل بیان می کند.
)ح0( اگر  سازگار-رنگی باشد و در هیچ کدام 

شکل 1۰: شرط )م14( در 

. شکل 11: شرط )م15( در 

. شکل 12: شرط )م16( در 

شکل 13: شرط )م17( در 
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از شــرایط ممنوعه )م1(، )م3(، )م10( و )م17( صدق نکند، 
آنگاه طولانی ترین مسیر برابر با مسیر همیلتونی است.

لم 3-1.  فرض کنید  باشــد، آنگاه شــرایط 

زیر برای طولانی ترین مسیر در  برقرار است.
)ح1( اگر  باشــد، آنگاه طولانی ترین مسیر 

بیــن  و  نمی تواند بیشــتر از طول طولانی ترین مســیر 
در  باشــد، شــکل 14)آ( را ببینیــد. در اینجا،

.
)ح2( اگر  باشــد، آنگاه طولانی ترین مسیر 

بیــن  و  نمی تواند بیشــتر از طول طولانی ترین مســیر 
در  باشــد. شــکل 14)ب( را ببینید.  در اینجا،

.
)ح3( اگر  و  باشد، آنگاه طولانی ترین 

مســیر بین  و  نمی تواند بیشــتر از طــول طولانی ترین 
شــکل  باشــد،  در   مســیر 
 ، اینجــا،  در  ببینیــد.   را  14)ج( 
 ،  ،  ،

.  و 
 اثبــات.  شــکل هاي 14)الــف(، 14)ب( و 14)ج( را در 
نظر بگیرید، فرض کنید  باشــد. به وضوح با 
حذف  گراف  بــه دو زیرگراف  
و  تقســیم می شود. در شرط 
)ح1(، چون  و  اســت، به آســانی 
می تــوان دید که طولانی ترین مســیر بیــن  و  برابر با 
طولانی ترین مسیر در  است. در شرط )ح2(، 

چون  است، به وضوح طولانی ترین مسیر بین 
 و  برابر با طولانی ترین مســیر در  اســت. در شرط 
)ح3(، چون   و  است، به آسانی می توان 
مشاهده کرد که طولانی ترین مسیر بین  و  باید از رأس  
عبور کند و به رأس  ختم شود. بنابراین طول طولانی ترین 

■. مسیر برابر با
لــم 3-2.  فرض کنید  باشــد، آنگاه 

شرایط زیر برای طولانی ترین مسیر در  برقرار 
است.

)ح4( اگر  باشــد، آنــگاه طولانی ترین 

مســیر بین  و  نمی تواند بیشــتر از طــول طولانی ترین 
مسیر در  باشد، شکل 15)آ( را ببینید. در اینجا،

.
)ح5( اگر  باشــد، آنــگاه طولانی ترین 

مســیر بین  و  نمی تواند بیشــتر از طــول طولانی ترین 
مسیر در  باشد، شکل 15)ب( را ببینید. در اینجا،

.
. )ح6( اگر  و 

آنگاه طولانی ترین مســیر بین  و  نمی تواند بیشتر از 
طول طولانی ترین مســیر در  

باشد، شکل 15)ج( را ببینید. در اینجا،

. ،  و 
اثبات. اثبات مشــابه لم 3-1 اســت، شــکل هاي 15)آ(، 

شکل 14: )آ( )ح1(، )ب( )ح2( و )ج( )ح3(
شکل 15: )آ( )ح4(، )ب( )ح5( و )ج( )ح6(
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15)ب( و 15)ج( را ببینید. ■
،  برش رأسی و  لم 3-3.  فرض کنید 

 باشــد، آنگاه شرایط زیر برای طولانی ترین مسیر 
در  برقرار است.

)ح7( اگــر  و   باشــد، آنگاه 

طولانی ترین مســیر بیــن  و  نمی تواند بیشــتر از طول 
طولانی ترین مســیر در  

باشد، شکل هاي 16)آ( و 16)ب( را ببینید. در اینجا،
  

. و 
باشد، آنگاه طولانی ترین  )ح8( اگر

بین  و  نمی تواند بیشــتر از طول طولانی ترین مسیر در 
 باشد، شکل هاي 17)آ( و 

17)ب( را ببینید. در اینجا،  
. و 

)ح9( اگــر  و  باشــد، آنــگاه 

طولانی ترین بین  و  نمی تواند بیشتر از طول طولانی ترین 
مسیر در  باشد، شکل هاي 
18)آ( و 18)ب( را ببینید. در اینجا،  

. و
 ، ، اگر )ح10( 

یــا   و  

طولانی ترین  آنگاه  باشــد،  و
مســیر بین  و  نمی تواند بیشــتر از طــول طولانی ترین 
مسیر در  باشد، شکل 19 

را ببینید. 
در اینجا،  

و 
صــورت  ایــن  غیــر  در  باشــد،  اگــر  

.
اثبات. از آنجایی که  برش رأســی است، بنابراین 

بــا حذف  و  گراف به 2 زیرگراف تقســیم می شــود و 
یک مســیر ســاده بین  و  تنها از یکــی از این مولفه ها 
می تواند عبور کند. بنابراین طول مسیر نمی تواند از اندازه 
طولانی ترین مسیر در هر زیرگراف بیشتر شود، شکل هاي 

18،17،16 و 19 را ببینید.■
  ، لــم 3-4.  فرض کنید 

 و  بــرش رأســی  باشــد. فــرض کنید 
 باشــد، آنگاه طول طولانی ترین مسیر 

در  بصورت زیر است.
)ح11( اگر  باشــد، آنگاه طولانی ترین 

شکل 16: حد بالا برای  حالتی که  و 

. شکل 17: حد بالا برای حالتی که  و 

شکل 18: حد بالا برای حالتی که 

شکل 19: حد بالا برای )آ( و )ب( حالتی که  و )ج( و )د( حالتی 
. که 
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مسیر بین  و  نمی تواند بیشتر از طول طولانی ترین مسیر 
در  باشد، شکل هاي 20)آ( 

و 20)ب( را ببینید. در اینجا،    
،  ،  ،

. و 
)ح.12( اگر  باشد، آنگاه طول طولانی ترین 

و نمی تواند بیشــتر از طــول طولانی ترین  مســیر بین
مســیر در  باشد، شکل هاي 
21)آ( و 21)ب( را ببینید. در اینجا،  و

.
اثبات. اثبات مشــابه لم 3-3 است، شکل های 20 و 21 

را ببینید. ■
  ، و ، )ح13(
 ،  ، و  یــا  
،  و شرط  )م16( حالت 

. )ب( رخ دهد
-شــکل  لــم 3-5.  فرض کنیــد  یک گراف توری 

و  و  دو رأس آن باشــد. اگــر شــرط )ح13( رخ دهــد، 

آنگاه طــول طولانی ترین مســیر بیــن  و  نمی تواند از
 بیشتر شود.

اثبات. فرض کنید  یک جداسازی عموی از  

باشد، شکل 22 را ببینید. در اینجا، 
. و

طولانی ترین مســیر بین  و  را در  و  به دســت 
می آوریم. از مقایســه طولانی ترین مسیر در  و 
 طولانی ترین مســیر در کل گراف  به دســت 

می آید، شکل 23 را ببینید. 
  ،  ، )ح14( 

و  و  همرنگ باشد و  و  
یــا  و  یــا  و  غیر 

. همرنگ و شرط )م12( رخ دهد
لــم 3-6.  فرض کنید  یــک گراف توری T-شــکل  

دهــد،  رخ  )ح14(  اگــر  باشــد.  آن  رأس  دو  و   و   
آنگاه طــول طولانی ترین مســیر بیــن  و  نمی تواند از

بیشتر شود.

.شکل 2۰: حد بالا برای حالتی که  شکل 21: حد بالا برای حالتی که 

شکل 22: حد بالا برای )آ( و )ب( حالتی که  و 
شکل 23: ساخت طولانی ترین مسیر در )ح13(. و )ج( و )د( حالتی که  و 
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اثبات. فرض کنید  یک جداسازی افقی یا عمودی 

از  باشد. به طوری که  و  باشد، 
شکل های 24)آ(، 24)ب( و 24)ج( را ببینید. ■

یــا  اگــر   دراینجــا،  
یــا  و   اگــر    
و   اگــر    
اگــر   باشــد.  
یــا  و   اگــر   یــا  
و   اگــر    
،  و   ، باشــد. همچنیــن 

 .
در حالتــی کــه  یــا  و  غیــر همرنــگ و 
 باشــد، یــک بــرش عمــودی داریــم.  
طولانی ترین مسیر  که از رأس  در  شروع می شود. 
( از   از تعدادی رئــوس  می گذرد و از رأس  )یا 
( وارد  می شــود. از  خارج می شــود و از رأس  )یا 
تعدادی رئوس  می گذرد و به  ختم می شــود. در اینجا 
دو طولانی ترین مسیر داریم. رنگ آبی شامل طولانی ترین 
مســیر  در  و رنگ قرمز شامل 
طولانی ترین مسیر در  است که با 
مقایسه آن ها می توان طولانی ترین مسیر در کل گراف  

را به دست آورد، شکل هاي 25)آ( و 25)ب( را ببینید. 
کــه  و  غیرهمرنــگ،  و  در حالتــی 
 باشــند، یک برش افقی داریــم. طولانی ترین 
مســیر  که از رأس  در  شروع می شود، از تعدادی 

( از  خــارج  رئــوس  می گــذرد و از رأس  )یــا 
( وارد  می شود. از تعدادی  می شــود و از رأس  )یا 
رئوس  می گذرد و در نهایت به  ختم می شود. در اینجا 
دو طولانی ترین مسیر داریم. رنگ آبی شامل طولانی ترین 
مســیر در  و رنگ قرمز شــامل 
طولانی ترین مســیر در  است که با 
مقایســه آن ها می توان طولانی ترین مسیر را در کل گراف 
 به دست آورد، شکل های 26)آ( و 26)ب( را ببینید. ■

 )ح15(  در هیچ یک از شــرایط )ح1( تا )ح14( 

. قرار ندارد و 
لم 3-7.  اگر شرط )ح15( رخ دهد،  آنگاه طول طولاني ترین 

مسیر بین  و  نمی تواند از  بیشتر شود. ■
اثبات. می دانیم که  دو بخشی است و رنگ رئوس هر 

مسیر باید بین سیاه و سفید متناوب باشد، پس هر مسیر بین 
دو رأس همرنگ باید طول فرد داشته باشد و چون  زوج 

است، طول آن نمی تواند از  بیشتر شود. 
)ح16(  در یکــي از شــرایط )م10( تا )م17( 

صدق کند و هیچ یک از شرایط )ح1( تا )ح15( برقرار نباشد.
لــم 3-8.  اگر شــرط )ح16( برقرار باشــد،  آنگاه طول 

طولاني ترین مسیر بین  و  نمی تواند از  بیشتر 
شود. 

 اثبات. از آنجایی که  دارای اندازه زوج اســت، پس

شکل 24: حد بالا برای )آ( حالتی که  و  و 
)ب(  و  و )ج( )م12(

شکل 25: ساخت طولانی ترین مسیر )ح14( در حالتی که 

شکل 26: ساخت طولانی ترین مسیر )ح14( در حالت  و  غیرهمرنگ.
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 باید زوج باشــد و   و  باید رنگ های 
متفاوت داشته باشــند، پس هر مسیر بین باید دارای طول 
زوج باشــد و به دلیــل قضیه 2-8 این طــول نمی تواند از 

 بیشتر باشد. ■
قضیه 3-1. کران بالایی روی طول طولانی ترین مسیر در 

 "یعنی  " با توابع زیر داده می شود.

اثبات. واضح اســت که  باید یکی از شرایط 

کران بالایی )ح0( تا )ح16( را داشته باشد. بنابر قضیه وقتی 
)ح0( برقرار است، طول طولانی ترین مسیر همیلتونی برابر 
.بنابر لم های 1-3 تا  با 
3-8 کران های بالا برای طولانی ترین مسیر برقرار است. ■

4-    پیدا کــردن طولانی ترین مســیر در گراف توری 
T-شکل با اندازه زوج

یک الگوریتم زمان خطی برای یافتن طولانی ترین مسیر 
بین دو رأس   و  در این بخش ارائه شده است. ما شرایط 
)ح0( تا )ح16( را درنظر می گیریم که در آن مسیرهمیلتونی 
وجود ندارد. ایده به شــرح زیر اســت، ابتــدا گراف توری 
داده  شــده را به زیرگراف های توری تقســیم می کنیم که 
-شــکل  هســتند. سپس  گراف های توري مســتطیلی یا 
طولانی ترین مســیر در گراف با ادغام طولانی ترین مسیر 
این زیرگراف ها ســاخته مي شــود. ایدۀ بخش بندی گراف 
اصلی ممکن است ســاده به نظر برسد، اما مسائلی وجود 
دارد که باید در نظر گرفته شــود. به عبارت دیگر، شــکل 
دقیق بخش بندی مهم است و باید به طور دقیق انجام شود. 

لم های زیر نحوه ســاختن طولانی ترین مسیر بین  و  را 
-شکل بیان می کند. ما فقط برای حالتی  برای گراف توری 
،   و  برقرار   ،  ، کــه 

باشد، روش ساخت طولانی ترین مسیر را بیان می کنیم.
لم 4-1.  فرض کنید  یکی از شــرایط )ح1(-

. )ح6( را برآورده کند. آنگاه 
اثبات. حالت های زیر را برای اثبات در نظر بگیرید.

حالــت  1.  فرض کنیــد )ح1(، )ح2(، )ح4( و )ح5( برقرار 

باشــد. بنابر لم های 3-1 و 3-2 طول طولانی ترین مســیر 
در   بیــن  و  برابــر با  اســت. دراینجا،  
 اگر )ح1(، )ح4( و )ح5( برقرار باشد؛ در 

. غیر این صورت 
با اســتفاده از الگوریتم ]5، 13، 14 و 15[ طولانی ترین 

مسیر در  ساخته می شود، شکل  27 را ببینید.
حالــت 2.  فرض کنید )ح3( و )ح6( برقرار باشــد. بنابر 

لم هــای 3-1 و 3-2 طول طولانی ترین مســیر در  بین 
 و  برابر با  اســت. دراینجا، 
 و   اگــر )ح6( برقرار 

. باشد؛ در غیر این صورت 
با اســتفاده از الگوریتم ]5، 13، 14 و 15[ طولانی ترین 
مســیر در   و  ساخته می شود. سپس 
، طولانی ترین مسیر در  ساخته  با اتصال دو رأس  و 

می شود، شکل های 28)آ( و 28)ب( را ببینید. ■
لم 4-2.  فرض کنید  یکی از شــرایط )ح7( تا 

. )ح13( را برآورده کند. آنگاه 
اثبات. بنابر لم های 3-3، 3-4 و 3-5 طول طولانی ترین 

مسیر در  بین  و  برابر با  
)ح8(،  )ح7(،  اگــر  دراینجــا،   اســت. 
)ح9( و )ح12( برقــرار باشــد، یــا  
اگــر )ح10( و )ح13( برقرار باشــد، در غیــر این صورت 
 و  اگــر 
)ح11( و )ح12( بر قرار باشــد، یا  
)ح10( و  و )ح13( برقرار باشــد،  اگر )ح8(، 

در غیــر ایــن صــورت 
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.
با اســتفاده از الگوریتم ]5، 13، 14 و 15[ طولانی ترین 

مسیر در  و  ساخته می شود. ■
لم 4-3.  فرض کنید  شرط )ح14( را برآورده 

. کند. آنگاه 
اثبات. بنابر لم 3-6 طول طولانی ترین مسیر در  بین   و  

برابر با  
است. در اینجا،  و  

اگــر  و  یا  و  برقرار 
باشد، در غیر این صورت  است. 
بــا اســتفاده از الگوریتــم ]5، 13، 14 و 15[ طولانی ترین 
،  و   ، مسیر در

ساخته می شود. ■
لم 4-4.  فرض کنید  و  شرط 

. )ح15( را برآورده کند. آنگاه 
اثبات. دو حالت زیر را  برای اثبات در نظر می گیریم. 

  ، حالت 1.  یا 

. و 
بنابر لــم3-7، طــول طولانی ترین مســیر در  بین 

 و   برابر با  اســت. فــرض کنید   
و   باشــد. در اینجــا یــک بــرش 
عمــودی داریم که گــراف توری  را بــه دو زیرگراف 
تقســیم می کنــد. در اینجــا،  و  

.
چــون  زوج اســت، پــس  و  هــر دو زوج 
هســتند یا هر دو فرد هســتند. فرض کنید  زوج باشد، 
 طبــق لــم2-1 دورهمیلتونی دارد و طبــق لم2-1 طول 
بــا   برابــر  در   دور  طولانی تریــن 
اســت. چون  زوج اســت پــس  نیز زوج می شــود. 
طبق شــرط)ش5( طول طولانی ترین مســیر در  برابر 
با  اســت. فرض کنیــد  فرد و 
 باشد، طبق لم2-2 طول طولانی ترین دور 
در  برابر با  اســت.  به وضوح  
یک زیرگراف فرد با رنگ اکثریت  اســت. همچنین چون 
اســت.  بنابراین    ،
پس  سازگار-رنگی است. طبق شرط)ش4( طول 
طولانی ترین مسیر در  برابر با  است. 

. به وضوح، 
با اســتفاده از الگوریتم ]14 و 15[ طولاني ترین مسیر 
را در  به دســت می آوریم. با استفاده از الگوریتم 
به دســت می آوریــم،  در   را  ]20[ طولانی تریــن دور 
شکل هاي 29)آ( و 29)ب( را ببینید. طولانی ترین مسیر بین 
را در  را بــا طولانی ترین دور در  از طریق دو 
یال موازی  و  که در شــکل هاي 29)آ( و 29)ب( نشان 
داده شده است، ترکیب می کنیم و طولانی ترین مسیر را در 

 می سازیم، شکل هاي 29)ج( و 29)د( را ببینید.
یــا  و     .2 حالــت 

. بدون کم شــدن از کلیت مسئله فرض 
کنید  باشد.

بنابر لم3-7 طول طولانی ترین مسیر در  بین  و  
برابر با  است. در اینجا یک برش عمودی داریم که 
گراف توری  را به دو زیرگراف  
و  تقســیم می کنــد. در اینجا، 

شکل 27: ساخت طولانی ترین مسیر در 

شکل 28: ساخت طولانی ترین مسیر در   و 
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، اگــر  برقــرار 
. باشد، در غیراین صورت

. ،  و  همچنین 
چون  زوج اســت، پس  و   هر دو زوج هستند 
یــا هــر دو فرد هســتند. فرض کنید  باشــد. 
دراین حالت طول طولانی ترین مســیر در  طبق 

. شرط)ش5( برابر با 
 طبق شرط)ش4( سازگار-رنگی است و طول 
طولانی ترین مسیر در  طبق شرط)ش4( برابر با

.
. به وضوح، 

 فــرض کنیــد  باشــد. در ایــن حالــت 
 طبق شــرط)ش4( ســازگار-رنگی است و طول 
طولانی ترین مســیر در  طبق شرط)ش4( برابر با

.
همچنیــن طــول طولانی تریــن مســیر در 

. شرط)ش5(  برابر با 
. به وضوح، 

با اســتفاده از الگوریتم ]13 و 14[ طولانی ترین مسیر 
و مســیر همیلتونی را در  و  به دست 
می آوریــم، شــکل های 30)آ( و 30)ب( را ببینید. در نهایت 
از طریق دو رأس  و  که در شــکل هاي 30)آ( و 30)ب( 
نشــان داده شده اســت. طولانی ترین مسیر در  
را بــا طولانی ترین مســیر در  ترکیب می کنیم و 
طولانی ترین مســیر را در  می سازیم، شکل های 

30)ج( و 30)د( را ببینید. ■ 
  ، کنیــد  فــرض   .5-4 لــم 

آنــگاه  کنــد.  بــرآورده  را  )ح15(  شــرط  و  
.

اثبــات.  بنابــر لــم3-7 طــول طولانی تریــن مســیر 

در  بیــن  و  برابــر بــا  اســت. در ایــن 
حالــت یک بــرش عمــودی داریم کــه گراف تــوری  
و   زیرگــراف   دو  بــه 
 تقســیم می کنــد.  فــرض 
،  و  باشــد. به طــوری کــه  کنیــد 
. چــون  زوج اســت، پــس  و  
هردو زوج هســتند یــا هر دو فرد هســتند. فــرض کنید 
می دانیــم  باشــد.  و   زوج   
و    
. چــون  زوج و  اســت، پــس 
نتیجــه   در  اســت،   
سازگار-رنگی اســت. طبق شرط)ش4( طول طولانی ترین 
مسیر در  برابر با  است. چون  
زوج و  است. طبق شرط)ش5( طول 
طولانی ترین مسیر در  برابر با  

اســت. به وضوح،
اکنون فرض کنید  زوج و  باشد. 
می دانیــم  و  
. چــون  زوج و  اســت، پــس 
 اســت، طبــق شــرط)ش5( طول 

شکل 29: )آ( و )ب( ساخت طولانی ترین مسیر و طولاني ترین دور به 
ترتیب در  و  و )ج( و )د( ترکیب طولانی ترین مسیر و 

طولانی ترین دور با استفاده از ترکیب دو یال موازی

شکل 3۰: )آ( و )ب( ساخت طولانی ترین مسیر در  و  
و ترکیب دو طولانی ترین مسیر با استفاده از اتصال دو رأس مجاور
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طولانی ترین مسیر در  برابر با  
اســت. چون  زوج و  است، در 
نتیجه  ســازگار-رنگی اســت. طبق شرط)ش4( 
طول طولانی ترین مسیر در  برابر با  

است. 
. به وضوح،

فــرض کنید  فرد و  باشــد. 
می دانیم  و  
. چــون  فــرد و  اســت، پــس 
 اســت، طبق شــرط)ش5( طول 
طولانی ترین مسیر در  برابر با  
اســت. چون  فرد و  است، در 
نتیجه  ســازگار-رنگی اســت. طبق شرط)ش4( 
طول طولانی ترین مسیر در  برابر با  

است.
.  به وضوح،  

فــرض کنید  فرد و  باشــد. 
می دانیــم  و 

و  فــرد  چــون    . پــس 
 است، در نتیجه  سازگار-

رنگی اســت. طبق شرط)ش4( طول طولانی ترین مسیر در 
.  برابر با 

چــون  فرد و  اســت، طبق 
شــرط)ش5( طــول طولانی تریــن مســیر در  برابر با

.
. به وضوح، 

با استفاده از الگوریتم ]13 و 14[ طولانی ترین مسیر را در 
 و  به دست می آوریم، شکل های 31)آ( 
و 31)ب( را ببینید. درنهایت از طریق اتصال دو رأس  و  
همان طور که در شــکل هاي 31)آ( و 31)ب( نشان داده شده 
اســت. طولانی ترین مسیر را در  و  را 
باهم ترکیب می کنیم و طولانی ترین مسیر را در  

می سازیم، شکل های 31)ج( و 31)د( را ببینید. ■ 
لم 4-6.  فرض کنید   شرط )ح16( را برآورده 

. کند. آنگاه
اثبات. بنابــر لم3-8 طول طولانی ترین مســیر در 

 بیــن  و   برابر با  اســت. ابتدا فرض کنید 
، آنگاه طولانی ترین مسیر مانند لم 4-4 

ساخته می شود. حال فرض کنید  و 
آنگاه طولانی ترین مسیر مانند لم 5-4 ساخته می شود. ■

-شــکل  قضیه 4-1.  فرض کنید  یک گراف توری 

 ،  ، با اندازه زوج باشــد. فرض کنید 
،  و  باشــد. حالت هایی که در لم های 4-1 تا 
4-6 گفته شد، کل حالت هایی است که برای  رخ 

می دهد.
اثبات. حالت های زیر را برای اثبات در نظر بگیرید.

حالــت 1.  یــا  برقرار 

باشد. آنگاه  در لم 4-1 قرار می گیرد.
 . حالت 2.   و 

حالــت 1,2.  یکی از شــرایط )ح7(-)ح13( را 
برآورده کند. در این حالت طولانی ترین مسیر طبق لم 2-4 

ساخته می شود.
حالت 2,2.  شرط )ح14( را برآورده کند. در 
این حالت طولانی ترین مسیر طبق لم 4-3 ساخته می شود.

حالت 3,2.  شرط )ح15( را برآورده کند.
حالــت  ایــن  در   .  .1,3,2 حالــت 

شکل 31: )آ( و )ب( ساخت طولانی ترین مسیر در  و 
 و )ج( و )د( ترکیب دو طولانی ترین مسیر با استفاده از اتصال 

دو رأس مجاور
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طولانی ترین مسیر طبق لم 4-4 ساخته می شود.
. در این حالت  حالت 2,3,2.  و 

طولانی ترین مسیر طبق لم 4-5 ساخته می شود.
حالت 4,2.  شــرط )ح16( را برآورده کند. در 
این حالت طولانی ترین مسیر طبق لم 4-6 ساخته می شود.■

-شکل با  قضیه 4-2.  فرض کنید  یک گراف توری 

اندازه زوج و  و  دو رأس متمایز آن باشند. آنگاه مسئله 
طولانی ترین مسیر بین  و  در زمان خطی حل می شود.

اثبــات. از آنجایی که بــرای پیدا کــردن طولانی ترین 

مســیر بیــن دو رأس معین  و  در گــراف توری  از 
الگوریتم های پیدا کردن طولانی ترین مســیر در گراف های 
-شکل استفاده می کنیم. بنابراین پیدا  توری مســتطیلی و 
کردن طولانی ترین مسیر در گراف  طبق قضیه هاي 3-2 

و 2-6 در زمان خطی انجام می شود. ■

5-    نتیجه گیری

در این مقاله، مسئلۀ طولانی ترین مسیر را برای رده ای از 
-شکل در حالتی که اندازه گراف  گراف ها به نام گراف توری 
زوج باشد، مورد بررسی قرار دادیم. ابتدا حالت هایی که برای 
 و  رخ می دهــد را بیان کردیم و حد بالای آن را به دســت 
آوردیم، سپس نحوه ساخت طولانی ترین مسیر بین  و  را 
از طریق برش های عمودی و افقی به دست آوردیم. در آینده 
-شکل  می خواهیم طولانی ترین مسیر را برای گراف توری 
در حالتی که اندازه گراف فرد است مورد بررسی قرار دهیم.
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