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چکیده

در این مقاله به مقایســه دو الگوریتــم متداول در حل 
مسائل پردازش تصویر، الگوریتم اولیه-دوگان و الگوریتم 
اســپلیت برگمن می پردازیم. ابتدا تحلیل ریاضی الگوریتم 
 TV اسپلیت برگمن بیان می شود و برای مدل های وردشی
و TGV الگوریتم های محاســباتی ارائه می شود و در پایان 
این الگوریتم با الگوریتم اولیه-دوگان از لحاظ کمی و کیفی 

مقایسه می شود.

مقدمه

روش های وردشی نقش مهمی در بسیاری از علوم از 
جمله مکانیک کوانتومی، مهندســی، آمار و اقتصاد دارند. 
اســاس روش تغییراتی اصل تغییرات است که در حساب 
تغییرات استفاده می شود. آن ها اغلب به صورت انتگرال های 
مربوط به توابع و مشتقات آن ها بیان می شوند و در نتیجه 
روش های تغییراتی شــامل حل معادلات دیفرانسیل جزئی 
هستند. در زمینه پردازش تصویر یک تابع معمولا شامل یک 
بخش داده و یک بخش منظم ساز است. مورد اول شباهت 
بین تصویر بازسازی شده و تصویر اصلی را مجاز می داند 

در حالی که دومــی نوعی صافی یا همواری را به تصویر 
 بازســازی شده شامل مشــتق اول یا دوم تحمیل می کند.

در دو دهــه اخیــر، مدل هــای متنوعــی برای پــردازش 
تصویر اســتفاده شــده اســت]5-8[ که مــا در این مقاله 
فقــط دو نــوع از مدل های متنــوع را تحت بررســی قرار 
می دهیــم. یکــی از محبوب تریــن مدل های متنــوع برای 
پــردازش تصویــر، مــدل تغییرات کلــی )TV( اســت که 
 توســط رودین، اوشــر و فاطمی پیشنهاد شــده است]9[.

انرژی عملکردی مدل به شرح زیر است:
                  )1(

یــک تصویر نوفه ای تعریف شــده روی  که
ســطح  فضای مســتطیلی و پارامتر اعمال شــده در

همواری تصویر صاف را کنترل می کند.
در حفظ لبه هــای تصویر در حین  مــدل مرتبه اول
حــذف نوفه موثــر اســت.ویژگی مطلــوب الگوریتم های 
نوفه   زدایــی تصویر، بازیابی تصویر بدون از دســت دادن 
ویژگی های مهم اســت. با این حــال، این مدل اثرات جانبی 
نامطلوب زیادی دارد که یکی از آن ها اثر پلکانی است، یعنی 
تصویر بازسازی شــده دندانه دار است. مدل های تغییرات 
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مرتبه بالا برای حذف اثر پلکانی پیشنهاد شده اند.
در این مقاله فقط پیاده سازی یکی از مدل های تغییرات 

مرتبه بالا برای پردازش تصویر ارائه شده است.
برای پردازش  اخیرا مدل کلی تغییرات تعمیم یافته
تصویر ارائه شــده است ]10[. ویژگی اصلی این روش این 
اســت که می تواند با ویژگی های تصاویــر مختلف )ثابت 

تکه ای، تکه ای،  تکه ای خطی( سروکار داشته باشد.
این مدل به صورت زیر است:

             )2(

مشتق متقارن اســت و به صورت زیر تعریف  که
می شود:

                           )3(

مینمــم )2( روی همه گرادیان های میدان تغییر شــکلی
گرفته می شود. در فضای تصویر

2- مروری برمدل های وردشی

به منظور حــل مدل های تغییراتی قبلی با اســتفاده از 
روش کارآمد جداساز برگمن]11،12،13[، تفکیک عملگرهای 

مشتق اول و دوم و چهارم مورد نیاز است.
گرادیان و مشــتق متقــارن به ترتیــب به صورت زیر 

هستند:
                                        )4(

                           )5(

برابر  با از نظر تئوری باید در ماتریس هسین
باشــد. بنابراین لازم است که فرم گسســته آن را تعریف 
کنیم. مســئله شــرایط مرزی نیز مورد نیاز است زیرا در 
بهینه سازی عددی بسیار مهم است. برخلاف شرایط مرزی 
نیومن، ما شرایط مرزی دوره ای را اعمال می کنیم]14،15[.

می تواند برای بهبود  با انتخــاب چنین شــرایطی،
سرعت محاسبات اســتفاده شود. ابتدا طرح های تفاضلات 

پیشرو و پسرو ارائه می شوند. فرض کنید

نشــان دهنده فضای تصویر خاکستری دو بعدی با اندازه 
به ترتیب در امتداد ستون ها و  و اســت. مختصات

سطر ها هستند.
در  در نقطه بنابرایــن اولین تفاضلات پیشــرو

به ترتیب به صورت زیر است:  و امتداد
)6(

)7(

و اولین تفاضلات پسرو نیز به صورت زیرند:
)8(

)9(

گسســته  نســخه  و
عملگر واگرایی الحاقی مرتبه اول را برآورده می کند.

 
بنابرایــن با توجه به تعریف عملگر گرادیان گسســته، 
بررسی واگرایی گسسته )دیورژانس( به صورت زیر است:

3-الگوریتم عددی سریع بر پایه روش اسپلیت برگمن

TV 3-1 الگوریتم اسپلیت برگمن برای روش تغییراتی

و یک  ابتدا یــک متغیر برداری تجزیه کمکی
و یــک پارامتر جریمه  پارامتر تکــراری برگمن
تعریف می کنیم که تابع )1( را به صورت زیر تبدیل  مثبت

می کند.
    )10(

در ایــن تحقیق برای پیدا کــردن مینیمم تابع )1( از یک 
روش بهینه ســازی متناوب برای یافتن نقاط زینی استفاده 
را ثابت در  شــده اســت. برای انجام این کار ابتدا متغیر
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بازنویســی  نظر می گیریــم و معادله اویلر را با توجه به
می کنیم:

                   )11(
بــا توجه به تعریف گرادیان گسســته ) 4(، دیورژانس 
و لاپــلاس در بخش دوم، صورت گسســته )11( می تواند 

به صورت زیر بازنویسی شود:
              )12(

که
.

از آنجایی که شــرایط مرزی دوره ای بر روی مشتقات 
گسســته در بخــش )2( اعمال شــده اســت، تبدیل فوریه 
گسسته می تواند به طور مستقیم برای هر دو طرف معادله 

)12( صورت گیرد:
 

تبدیل فوریه گسســته اســت. برای فرکانس های  که
و داریم: گسسته

.                        )13(
شــاخص هایی دردامنــه زمــان  و
و فرکانس هایی در  گسسته هســتند و

دامنه فرکانس گسسته هستند.
معادله )13( برای ما یک راه حل بســته به صورت زیر 

فراهم می کند
                                    )14(

قسمت حقیقی عدد  تبدیل فوریه گسسته است. که
برای بردار مختلط اســت. با ثابت فرض کردن متغیر

می توانیم معادله اویلر را به صورت زیر به دست آوریم:

که می توان آن را به صورت هوشمندانه و با پیروی از 
معادله مشترک آستانه گذاری نرم تعمیم داد:.

                 )15(
الگوریتم اسپلیت برگمن برای مسئله TV به صورت زیر 

است:
_________________________________________

الگوریتم اسپلیت برگمن برای حل مدل )10(
_______________________________________

 ، پارامترهای پراکسیمال
همگرا شود N، تعداد تکرارها تا زمانی که به

، را انتخاب کنید  و جواب  اولیه
، مادامی که  تکرار کن  برای هر

_______________________________________

3-2 الگوریتم اســپلیت برگمن برای مدل تغییرات 
TGV تعمیم یافته کلی

به منظور حل مدل TGVبا اســتفاده از روش اســپلیت 
و پارامترهای  برگمــن، ما متغیر هــای کمکــی
را تعریف می کنیم که تبدیل آن به شکل  تجزیه مثبت

زیر است:

                   )16(
معنی متغیرهای اولیــه و دوگان در 16 به صورت زیر 

است:
نشان دهنده تصویر بدون نویزی که باید پیدا کنیم.
نشــان دهنده گرادیان متقارن از میدان 

تغییر شکل است.
تابع ارزش برداری دو بعدی مربوط به 

میدان برداری است.
تابــع ارزش برداری چهــار بعدی 

مربوط به مشتق متفارن است.
نشان دهنده پارامتر تکراری برگمن برای 

اجرای است.
برگمن  تکراری  پارامتر  نشــان دهنده 

برای اجرای است.
با استفاده از روش بهینه سازی متناوب، ابتدا متغیرهای
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مرتبه بالا برای حذف اثر پلکانی پیشنهاد شده اند.
در این مقاله فقط پیاده سازی یکی از مدل های تغییرات 

مرتبه بالا برای پردازش تصویر ارائه شده است.
برای پردازش  اخیرا مدل کلی تغییرات تعمیم یافته
تصویر ارائه شــده است ]10[. ویژگی اصلی این روش این 
اســت که می تواند با ویژگی های تصاویــر مختلف )ثابت 

تکه ای، تکه ای،  تکه ای خطی( سروکار داشته باشد.
این مدل به صورت زیر است:

             )2(

مشتق متقارن اســت و به صورت زیر تعریف  که
می شود:

                           )3(

مینمــم )2( روی همه گرادیان های میدان تغییر شــکلی
گرفته می شود. در فضای تصویر

2- مروری برمدل های وردشی

به منظور حــل مدل های تغییراتی قبلی با اســتفاده از 
روش کارآمد جداساز برگمن]11،12،13[، تفکیک عملگرهای 

مشتق اول و دوم و چهارم مورد نیاز است.
گرادیان و مشــتق متقــارن به ترتیــب به صورت زیر 

هستند:
                                        )4(

                           )5(

برابر  با از نظر تئوری باید در ماتریس هسین
باشــد. بنابراین لازم است که فرم گسســته آن را تعریف 
کنیم. مســئله شــرایط مرزی نیز مورد نیاز است زیرا در 
بهینه سازی عددی بسیار مهم است. برخلاف شرایط مرزی 
نیومن، ما شرایط مرزی دوره ای را اعمال می کنیم]14،15[.
می تواند برای بهبود  با انتخــاب چنین شــرایطی،
سرعت محاسبات اســتفاده شود. ابتدا طرح های تفاضلات 

پیشرو و پسرو ارائه می شوند. فرض کنید

نشــان دهنده فضای تصویر خاکستری دو بعدی با اندازه 
به ترتیب در امتداد ستون ها و  و اســت. مختصات

سطر ها هستند.
در  در نقطه بنابرایــن اولین تفاضلات پیشــرو

به ترتیب به صورت زیر است:  و امتداد
)6(

)7(

و اولین تفاضلات پسرو نیز به صورت زیرند:
)8(

)9(

گسســته  نســخه  و
عملگر واگرایی الحاقی مرتبه اول را برآورده می کند.

 
بنابرایــن با توجه به تعریف عملگر گرادیان گسســته، 
بررسی واگرایی گسسته )دیورژانس( به صورت زیر است:

3-الگوریتم عددی سریع بر پایه روش اسپلیت برگمن

TV 3-1 الگوریتم اسپلیت برگمن برای روش تغییراتی

و یک  ابتدا یــک متغیر برداری تجزیه کمکی
و یــک پارامتر جریمه  پارامتر تکــراری برگمن
تعریف می کنیم که تابع )1( را به صورت زیر تبدیل  مثبت

می کند.
    )10(

در ایــن تحقیق برای پیدا کــردن مینیمم تابع )1( از یک 
روش بهینه ســازی متناوب برای یافتن نقاط زینی استفاده 
را ثابت در  شــده اســت. برای انجام این کار ابتدا متغیر
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بازنویســی  نظر می گیریــم و معادله اویلر را با توجه به
می کنیم:

                   )11(
بــا توجه به تعریف گرادیان گسســته ) 4(، دیورژانس 
و لاپــلاس در بخش دوم، صورت گسســته )11( می تواند 

به صورت زیر بازنویسی شود:
              )12(

که
.

از آنجایی که شــرایط مرزی دوره ای بر روی مشتقات 
گسســته در بخــش )2( اعمال شــده اســت، تبدیل فوریه 
گسسته می تواند به طور مستقیم برای هر دو طرف معادله 

)12( صورت گیرد:
 

تبدیل فوریه گسســته اســت. برای فرکانس های  که
و داریم: گسسته

.                        )13(
شــاخص هایی دردامنــه زمــان  و
و فرکانس هایی در  گسسته هســتند و

دامنه فرکانس گسسته هستند.
معادله )13( برای ما یک راه حل بســته به صورت زیر 

فراهم می کند
                                    )14(

قسمت حقیقی عدد  تبدیل فوریه گسسته است. که
برای بردار مختلط اســت. با ثابت فرض کردن متغیر

می توانیم معادله اویلر را به صورت زیر به دست آوریم:

که می توان آن را به صورت هوشمندانه و با پیروی از 
معادله مشترک آستانه گذاری نرم تعمیم داد:.

                 )15(
الگوریتم اسپلیت برگمن برای مسئله TV به صورت زیر 

است:
_________________________________________

الگوریتم اسپلیت برگمن برای حل مدل )10(
_______________________________________

 ، پارامترهای پراکسیمال
همگرا شود N، تعداد تکرارها تا زمانی که به

، را انتخاب کنید  و جواب  اولیه
، مادامی که  تکرار کن  برای هر

_______________________________________

3-2 الگوریتم اســپلیت برگمن برای مدل تغییرات 
TGV تعمیم یافته کلی

به منظور حل مدل TGVبا اســتفاده از روش اســپلیت 
و پارامترهای  برگمــن، ما متغیر هــای کمکــی
را تعریف می کنیم که تبدیل آن به شکل  تجزیه مثبت

زیر است:

                   )16(
معنی متغیرهای اولیــه و دوگان در 16 به صورت زیر 

است:
نشان دهنده تصویر بدون نویزی که باید پیدا کنیم.
نشــان دهنده گرادیان متقارن از میدان 

تغییر شکل است.
تابع ارزش برداری دو بعدی مربوط به 

میدان برداری است.
تابــع ارزش برداری چهــار بعدی 

مربوط به مشتق متفارن است.
نشان دهنده پارامتر تکراری برگمن برای 

اجرای است.
برگمن  تکراری  پارامتر  نشــان دهنده 

برای اجرای است.
با استفاده از روش بهینه سازی متناوب، ابتدا متغیرهای
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را برای به دست آوردن معادله اویلر با توجه 
ثابت در نظر می گیریم: به

.         )17(
راه حل بســته ایــن PDE خطی به صورت زیــر ارائه 

می شود:
                                    )18(

از پیش تعریف شده  عبارت سمت راست )17( و که
را ثابت در نظر می گیریم.  اســت. متغیرهای

و فرمول مجزا به صورت زیر داریم: برای هر
)19(

)20(

که در آن عملگرهای دیفرانسیلی )19( و )20(در بخش 
2 تعریف شده اند.

با اعمال کردن تبدیل فوریه گسسته به دو طرف )19( و 
)20( سیستم معادلات خطی زیر به دست می آید:

 
که در آن ضرایب به صورت زیر هستند: 

 

 

برابر است با: دترمینان ماتریس ضرایب
 

که همیشــه برای همه فرکانس های گسســته، با فرض

،مثبــت اســت. بعــد از این که سیســتم های 
و روی حوزه فرکانس  معادلات خطی برای هر فرکانس
گسسته حل شــوند، از تبدیل فوریه وارون گسسته برای 
و استفاده  به دست آوردن فرم های تحلیلی داده شده

می کنیم.
               )21(

               )22(

، ثابت  را برای بردار 2 بعدی متغیرهای
در نظر می گیریم، در نتیجه:

 
که می تواند به صورت زیر حل شود:

    )23(

به صورت زیر  ، معادله اویلر مربوط به پس از حــل
به دست می آید:

                               
که می تواند به صورت زیر محاســبه شود )فرض کنید

:)
     )24(

سرانجام الگوریتم مربوط به آن به صورت زیر است:
_______________________________________

الگوریتم اسپلیت برگمن برای حل مدل )16(
_______________________________________

 ، پارامترهای پراکسیمال: 
همگرا شود N، تعداد تکرارها تا زمانی که به

 ، و جواب  اولیه
را انتخاب کنید

، مادامی که  تکرار کن  و برای هر
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4-معیارهای سنجش کیفیت در مقایسه تصاویر

ارزیابی میزان این تغییرات کیفیت در تصویر توســط 
دو روش کلی مقایسه توسط انسان و به طریق محاسباتی 
انجــام می پذیرد. در روش های ذهنی مقایســه براســاس 
سیستم بینایی انسان است. روش های ارزیابی کمی، از یک 
معیار از پیش تعریف شــده برای مقایسه استفاده می کند 
که براساس نوع معیار به دو دسته اصلی متکی بر تصویر 

مرجع و مستقل از آن تقسیم می شود.
شــامل  مرجــع  بــر  متکــی  معیارهــای 
می باشند.   ... و 
از معیارهای غیرمتکی به مرجع که اخیرا بسیار مورد توجه 
را می توان  و کیفیت قرار گرفته، شــاخص های

معرفی نمود.
 متداول تریــن روش بــرای اندازه گیری کیفیت 
بیشــترین مقدار پیکســل  تصویر اســت که در آن

موجود در تصویر است،
بیشتر باشد نشان دهنده این است  هر چه میزان

که بازسازی تصویر بهتر صورت گرفته است.

و سطر و ســتون تصویر را نشان می دهند و که
به ترتیب تصویر تفکیک پذیــری بالای اصلی و تصویر 
بازسازی شده است. ساده ترین معیار ارزیابی که به طور 
گسترده نیز مورد استفاده قرار می گیرد، میانگین مربع خطا

اســت. این معیار به این دلیل که از نظر محاسباتی 
ســاده بوده، دارای معنای فیزیکی واضح هستند و از نظر 
ریاضی در زمینه بهینه ســازی مناســبند، دارای جذابیت 

هستند.
امّا این معیارها با کیفیت درک شــده توســط چشــم 

انســان هماهنگ نیســتند. از آنجایی که ما تصویر اصلی 
 را بــه عنوان تصویری بــا کیفیت عالی در 
می تواند به عنوان یک معیار کمّی  نظر می گیریم،
برای ارزیابی تصاویر بزرگنمایی شده تلقی شود که در آن

دو تصویر می باشند. و

                          
  

 
برای مقایسه  ، در این مقاله ما از دو معیار

تصاویر استفاده می کنیم.

5-حل مســئله کاهش نوفه با استفاده از الگوریتم های 
اسپلیت برگمن و اولیه-دوگان

در ایــن بخــش مســئله کاهش نوفــه تصویــر را با 
منظم ســاز های TV و TGV الگوریتــم اســپلیت برگمــن و 
 الگوریتم های اولیه دوگان چمبول-پوک اســتفاده می کنیم.
در این شبیه ســازی ابتدا تصویر نوفــه ای جمعی با نوفه 
گاوســی و انحراف معیــار  را از تصویر اصلی ایجاد 
می کنیم و ســپس ســعی می کنیم که نوفه را کاهش دهیم. 
نتایج عددی نشان می دهند که الگوریتم اسپلیت برگمن نتایج 
به مراتب قابل اتکاءتری نسبت به الگوریتم چمبول-پوک به 
دســت می دهد. به عبارتی الگوریتم اسپلیت برگمن سرعت 
همگرایی به مراتب بالاتری نسبت به الگوریتم چمبول-پوک 
دارد و نتایج دقیق تری از حیث دو معیار SSIM و PSNR به 

دست می دهد.
در ادامــه به کمک نمودارها و تصاویر ارائه شــده، به 
مقایسه کیفی دو الگوریتم فوق برای حل کاهش نوفه تصویر 
با دو منظم ســاز TV و TGV می پردازیم. در شکل های 1 و 
cameraman. 2، مســئله کاهش نوفه تصویر اســتاندارد

jpg مورد بررســی قرار گرفته است. در شکل 1 مقایسه ای 

کمّی با معیارهای SSIM و PSNR انجام گرفته است. نمودار 
PSNR نســبت به تعداد تکرارها و همچنین SSIM نسبت به 



7

14
00

یز 
پای

 / 
شی

یان
 را

وم
عل

14
00

یز 
پای

 / 
شی

یان
 را

وم
عل

6

را برای به دست آوردن معادله اویلر با توجه 
ثابت در نظر می گیریم: به

.         )17(
راه حل بســته ایــن PDE خطی به صورت زیــر ارائه 

می شود:
                                    )18(

از پیش تعریف شده  عبارت سمت راست )17( و که
را ثابت در نظر می گیریم.  اســت. متغیرهای

و فرمول مجزا به صورت زیر داریم: برای هر
)19(

)20(

که در آن عملگرهای دیفرانسیلی )19( و )20(در بخش 
2 تعریف شده اند.

با اعمال کردن تبدیل فوریه گسسته به دو طرف )19( و 
)20( سیستم معادلات خطی زیر به دست می آید:

 
که در آن ضرایب به صورت زیر هستند: 

 

 

برابر است با: دترمینان ماتریس ضرایب
 

که همیشــه برای همه فرکانس های گسســته، با فرض

،مثبــت اســت. بعــد از این که سیســتم های 
و روی حوزه فرکانس  معادلات خطی برای هر فرکانس
گسسته حل شــوند، از تبدیل فوریه وارون گسسته برای 
و استفاده  به دست آوردن فرم های تحلیلی داده شده

می کنیم.
               )21(

               )22(

، ثابت  را برای بردار 2 بعدی متغیرهای
در نظر می گیریم، در نتیجه:

 
که می تواند به صورت زیر حل شود:

    )23(

به صورت زیر  ، معادله اویلر مربوط به پس از حــل
به دست می آید:

                               
که می تواند به صورت زیر محاســبه شود )فرض کنید

:)
     )24(

سرانجام الگوریتم مربوط به آن به صورت زیر است:
_______________________________________

الگوریتم اسپلیت برگمن برای حل مدل )16(
_______________________________________

 ، پارامترهای پراکسیمال: 
همگرا شود N، تعداد تکرارها تا زمانی که به

 ، و جواب  اولیه
را انتخاب کنید

، مادامی که  تکرار کن  و برای هر
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4-معیارهای سنجش کیفیت در مقایسه تصاویر

ارزیابی میزان این تغییرات کیفیت در تصویر توســط 
دو روش کلی مقایسه توسط انسان و به طریق محاسباتی 
انجــام می پذیرد. در روش های ذهنی مقایســه براســاس 
سیستم بینایی انسان است. روش های ارزیابی کمی، از یک 
معیار از پیش تعریف شــده برای مقایسه استفاده می کند 
که براساس نوع معیار به دو دسته اصلی متکی بر تصویر 

مرجع و مستقل از آن تقسیم می شود.
شــامل  مرجــع  بــر  متکــی  معیارهــای 
می باشند.   ... و 
از معیارهای غیرمتکی به مرجع که اخیرا بسیار مورد توجه 
را می توان  و کیفیت قرار گرفته، شــاخص های

معرفی نمود.
 متداول تریــن روش بــرای اندازه گیری کیفیت 
بیشــترین مقدار پیکســل  تصویر اســت که در آن

موجود در تصویر است،
بیشتر باشد نشان دهنده این است  هر چه میزان

که بازسازی تصویر بهتر صورت گرفته است.

و سطر و ســتون تصویر را نشان می دهند و که
به ترتیب تصویر تفکیک پذیــری بالای اصلی و تصویر 
بازسازی شده است. ساده ترین معیار ارزیابی که به طور 
گسترده نیز مورد استفاده قرار می گیرد، میانگین مربع خطا

اســت. این معیار به این دلیل که از نظر محاسباتی 
ســاده بوده، دارای معنای فیزیکی واضح هستند و از نظر 
ریاضی در زمینه بهینه ســازی مناســبند، دارای جذابیت 

هستند.
امّا این معیارها با کیفیت درک شــده توســط چشــم 

انســان هماهنگ نیســتند. از آنجایی که ما تصویر اصلی 
 را بــه عنوان تصویری بــا کیفیت عالی در 
می تواند به عنوان یک معیار کمّی  نظر می گیریم،
برای ارزیابی تصاویر بزرگنمایی شده تلقی شود که در آن

دو تصویر می باشند. و

                          
  

 
برای مقایسه  ، در این مقاله ما از دو معیار

تصاویر استفاده می کنیم.

5-حل مســئله کاهش نوفه با استفاده از الگوریتم های 
اسپلیت برگمن و اولیه-دوگان

در ایــن بخــش مســئله کاهش نوفــه تصویــر را با 
منظم ســاز های TV و TGV الگوریتــم اســپلیت برگمــن و 
 الگوریتم های اولیه دوگان چمبول-پوک اســتفاده می کنیم.

در این شبیه ســازی ابتدا تصویر نوفــه ای جمعی با نوفه 
گاوســی و انحراف معیــار  را از تصویر اصلی ایجاد 
می کنیم و ســپس ســعی می کنیم که نوفه را کاهش دهیم. 
نتایج عددی نشان می دهند که الگوریتم اسپلیت برگمن نتایج 
به مراتب قابل اتکاءتری نسبت به الگوریتم چمبول-پوک به 
دســت می دهد. به عبارتی الگوریتم اسپلیت برگمن سرعت 
همگرایی به مراتب بالاتری نسبت به الگوریتم چمبول-پوک 
دارد و نتایج دقیق تری از حیث دو معیار SSIM و PSNR به 

دست می دهد.
در ادامــه به کمک نمودارها و تصاویر ارائه شــده، به 
مقایسه کیفی دو الگوریتم فوق برای حل کاهش نوفه تصویر 
با دو منظم ســاز TV و TGV می پردازیم. در شکل های 1 و 
cameraman. 2، مســئله کاهش نوفه تصویر اســتاندارد

jpg مورد بررســی قرار گرفته است. در شکل 1 مقایسه ای 

کمّی با معیارهای SSIM و PSNR انجام گرفته است. نمودار 
PSNR نســبت به تعداد تکرارها و همچنین SSIM نسبت به 
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تعداد تکرارها رســم شده است. برای منظم ساز TV روش 
اسپلیت برگمن پس از حدود 10 تکرار به همگرایی می رسد 
در صورتــی که روش اولیه دوگان حتی پس از 100 تکرار 
نیز به همگرایی نمی رسد. تحلیل مشابهی را می توان برای 

منظم ساز TGV انجام داد. 
در شــکل 2، مقایســه ای کیفــی از دو روش عددی را 
ملاحظه می کنید: نتایج حاصل از کاهش نوفه برای تصویر 
cameraman.jpg پس از 100 تکرار از هر یک از الگوریتم ها 

در تصویر نشــان داده شــده اســت. نتایج نشان می دهد 
 TGV و TV که روش اســپلیت برگمن با هر دو منظم ســاز
کاهش نوفه ای به مراتب بهتر را نتیجه می دهد. این آزمایش 
برای ده ها مسئله مشابه انجام شده است و نتایجی مشابه 

حاصل شده است. 

مراجع
[1] Meyer Y., Oscillating Patterns in Image Processing and 
Nonlinear Evolution Equations, AMS, Providence, RI, 2001.
[2] Rudin L., Osher S. and Fatemi E., Nonlinear total varia-
tion based noise removal algorithms, Phys. D.,60 (1992), pp. 

259–268.
[3] Osher S., Burger M., Goldfarb D., Xu J. and Yin W., An 
iterative regularization method for total variation-based image 
restoration. MMS, 4:460–489, 2005.
[4] He i., Chang T.-C. and Osher S., Mr image reconstruction 
from sparse radial samples by using iterative refinement pro-
cedures. Proceedings of the 13th annual meeting of ISMRM, 
page 696, 2006.

شکل 1: مقایسه الگوریتم های اولیه-دوگان و اسپلیت برگمن برای حل مسئله کاهش نوفه cameraman.jpg با استفاده از منظم سازهای TV و TGV و 
نمودارهای SSIM و PSNR: همان طور که مشاهده می شود سرعت همگرایی به جواب در روش اسپلیت برگمن بیشتر است.

شکل 2: مقایسه کیفی الگوریتم های اولیه-دوگان و اسپلیت برگمن برای 
حل مسئله کاهش نوفه با استفاده از منظم سازهای TV و TGV: کیفیت 
تصاویر به دست آمده از طریق الگوریتم اسپلیت برگمن از لحاظ کاهش 

نوفه به مراتب از الگوریتم اولیه و دوگان بهتر است.

9

14
00

یز 
پای

 / 
شی

یان
 را

وم
عل

[5] Chan T., Shen JH. Image Processing and Analysis: Vari-
ational, PDE, Wavelet, and Stochastic Methods. SIAM: Phila-
delphia, USA, 2005.
[6] Aubert G., Kornprobst P., Mathematical Problems in Image 
Processing: Partial Differential Equations and the Calculus of 
Variations. Springer Science and Business Media: New York, 
USA, 2006,147. 3.
[7] Paragios N., Chen Y., Faugeras O., Handbook of Math-
ematical Models in Computer Vision. Springer Science and 
Business Media: New York, USA, 2006. 4.
[8] Scherzer O., Handbook of Mathematical Methods in Imag-
ing. Springer Science and Business Media: New York, USA, 
2011.
[9] Rudin L., Osher S., Fatemi E., Nonlinear total variation 
based noise removal algorithms. Physica D: Nonlinear Phe-
nomena 1992; 60(1):259–268.
[10] Btedies K., Kunisch K., Pock T., Total generalized varia-
tion. SIAM Journal on Imaging Sciences 2010; 3(3):492–526.
[15] Goldstein T., Osher S., The split bregman method for 
l1-regularized problems. SIAM Journal on Imaging Sciences 
2009; 2(2):323–343.
[13] Duan J., Tench C., Gottlob I., Proudlock F., Bai L., New 
variational image decomposition model for simultaneously de-
noising and segmenting optical coherence tomography imag-
es. Physics in Medicine and Biology 2015; 60(22):8901–8922.
[13] Duan J., Ding Y., Pan Z., Yang J., Bai L., Second order 
mumford-shah model for image denoising. 2015 IEEE Inter-
national Conference on Image Processing (ICIP), Quebec, 
Canada, 2015, 547–551.
[15] Getreuer P., Rudin-Osher-Fatemi total variation denois-
ing using split Bregman. Image Processing On Line 2012; 
2:74–95.
[15] Getreuer P., Total variation deconvolution using split 
Bregman. Image Processing On Line 2010; 2(1):158–174.



9

14
00

یز 
پای

 / 
شی

یان
 را

وم
عل

14
00

یز 
پای

 / 
شی

یان
 را

وم
عل

8

تعداد تکرارها رســم شده است. برای منظم ساز TV روش 
اسپلیت برگمن پس از حدود 10 تکرار به همگرایی می رسد 
در صورتــی که روش اولیه دوگان حتی پس از 100 تکرار 
نیز به همگرایی نمی رسد. تحلیل مشابهی را می توان برای 

منظم ساز TGV انجام داد. 
در شــکل 2، مقایســه ای کیفــی از دو روش عددی را 
ملاحظه می کنید: نتایج حاصل از کاهش نوفه برای تصویر 
cameraman.jpg پس از 100 تکرار از هر یک از الگوریتم ها 

در تصویر نشــان داده شــده اســت. نتایج نشان می دهد 
 TGV و TV که روش اســپلیت برگمن با هر دو منظم ســاز
کاهش نوفه ای به مراتب بهتر را نتیجه می دهد. این آزمایش 
برای ده ها مسئله مشابه انجام شده است و نتایجی مشابه 

حاصل شده است. 
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