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چکیده

همگامی، پدیدة فیزیکی شــگفت‌انگیزی اســت که میان 
مجموعه‌ای از گره‌های شــبکه که دینامیک فردی دارند رخ 
می‌دهد. از آنجا که این پدیده در بســیاری از ســامانه‌های 
مختلف از زیست‌شناســی گرفته تا مهندسی و حتی رفتار 
جمعی انسان مشاهده می‌شــود، توجه زیادی را از وجوه 
مختلف به خود جلب کرده است. دینامیک این شبکه‌ها اغلب 
با مدل کوراموتو صورت‌بندی می‌شود که در عین سادگی، 

کارآمدی قابل قبولی دارد. 
پژوهش‌های بســیاری دربارة نقش عوامل مختلف )از 
جمله ساختار شبکه، قدرت جفت شدگی و بسامدهای ذاتی 
نوســانگرهای روی هر گره( بر میزان همگامی گره‌ها و نیز 
مهندســی هرکدام از عامل‌ها به منظــور افزایش )یا کاهش( 
همگامی در شــبکه انجام شــده اســت. یکی از روش‌های 
تغییر ساختار شــبکه به »سیم‌کشی مجدد1« معروف است. 
* این مقاله گسترشی است از مقالۀ ارائه شده در سومین کنفرانس ملی انفورماتیک ایران ]1[.

**  نویسندۀ مسئول

1 -Rewiring

این روش نوعی بازآرایی پیوندهای شــبکه اســت و در آن 
با ســازوکار‌های مختلف، برخی از پیوندهای شــبکه قطع 
می‌شوند و برخی از گره‌هایی که قبلًا پیوندی نداشتند متصل 
می‌شــوند. ما در پژوهش حاضر ســازوکاری برای بهبود 
همگامی در شبکه‌های کوراموتو با نوسانگرهای غیرهمگون 
ارائــه می‌کنیم که در آن هر تصمیم دربارة حذف یا افزودن 
پیوندها براساس ویژگی‌های محلی و نیز سرتاسری شبکه 
اتخاذ می‌شود، و بر پایة شــواهد عددی نشان می‌دهیم که 
این روش به‌ازای مقدارهای کم قدرت جفت‌شدگی نتیجه‌های 

بهتری از روش‌های پیشین به‌دست می‌دهد. 
واژه‌های کلیدي: مــدل کوراموتو، همگامی، بازآرایی، 

پارامتر نظم.

مقدمه 

مطالعــۀ رفتارهــاي دینامیکی و ظهــور همگامی2 در 

2 -Synchronization

DOR :20.1001.1.2538161.1401.7.4.1.2
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مجموعۀ بزرگی از نوســانگرها که در شبکه‌اي با یکدیگر 
جفت3 شــده‌اند از موضوعات چالش‌برانگیز تحقیقات بین 
رشــته‌اي اســت. از جمله مصادیق همگامی در شبکه‌هاي 
دینامیکی می‌توان به ریتم‌دار شدن کف‌زدن‌هاي نامنسجم 
یــک جمعیت، همزمــان شــدن آواز جیرجیر‌كها، حرکت 
همگام مترونوم‌هایی که در کنار هم قرار می‌گیرند، همزمان 
شــدن چشمک زدن چند کرم شب‌تاب در تاریکی، همگامی 
خودبه‌خودي شاخه‌هاي بی‌شماري از شبکۀ انتقال جریان 
متنــاوب بــرق، کارکرد نورون‌هــاي مغز ما بــا الگوهاي 
همزمان، و همگامی سلول‌هاي ضربان‌ساز در قلب اشاره 
کرد. مصداق‌ها و نیز جزئیات بیشــتر را می‌توان در منابع 
مختلف )از جمله در ]۳۶ ،۳۳ ،۲۸ ،۲۵ ،۲۴ ،۱۰ ،۸ ،۶[( یافت. 
شاید با کمی اغراق بتوان گفت که اساساً طبیعت به‌نوعی بر 

پایۀ همگامی بنا شده است. 
کشــف این پدیــده را بــه فیزیکدان و مختــرع هلندي، 
کریستیان هویخنس در ۱۶۶۵ نســبت می‌دهند ]۳۱[ که با 
مشــاهدة یک جفت ســاعت آونگی اختراع خودش که کنار 
هم به دیوار آویزان شــده بودند متوجه شــد که آونگ‌ها 
دقیقاً هماهنگ نوسان می‌کنند. او با تغییر بسامدهاي اولیۀ 
آونگ‌ها همگامی موجود را به‌هم زد؛ ولی بعد از مدتی آن‌ها 
مجدداً هماهنگ شــدند. در مقابل، وقتی ساعت‌ها را از هم 
دور و بــه دو تکیه‌گاه مجزا آویزان کرد، از هماهنگی قبلی 
خارج شدند. هویخنس در نهایت استنباط کرد که »همگامی« 
ساعت‌ها، به قول او، ناشی از ضربه‌هایی است که نوسان 

هریک از آن‌ها از طریق دیوار به دیگري وارد می‌کند. 
تاکنون پژوهش‌هاي گسترده‌اي با هدف کشف قوانینی 
براي زمان وقوع الگوهــاي مختلف همگامی، چرایی آن‌ها، 
یادگیري و نحوة پیش‌بینی و نیز کنترل آن‌ها در بســیاري 
از زمینه‌هاي کاربردي دنیاي واقعی صورت پذیرفته است. 
صورت‌بندي ریاضی همگامی معمــولاً با مدل کوراموتو4 
انجام می‌شود که در ۱۹۷۵ براي توصیف رفتار مجموعه‌اي 
بزرگ از نوســانگرهاي جفت‌شــده بــا فرکانس‌هاي ذاتی 

3 -Coupled
4 -Kuramoto model

مختلف ارائه شــد ]۲۳ ،۲۲[ و تاکنون بــه خوبی به عنوان 
چارچوبی نظري براي بررســی سیستم‌هاي نوسانگرهاي 
جفت‌شــده در فیزیک، شــیمی، زیست‌شناســی و ســایر 

سیستم‌هاي دینامیکی عمل کرده است. 
یکی از مســئله‌هاي بســیار مهم در مطالعۀ شبکه‌هاي 
نوســانگرهاي جفت‌شــده، توصیــف و پیش‌بینــی رفتار 
نوسانگرها با توجه به ساختار شبکه است. ساختار شبکه 
نقش مهمی در میزان همگامی و متعاقب آن پیش‌بینی رفتار 
جمعی عوامل جفت‌شده در بسیاري از روابط مهم اقتصادي 
]۴۲[، فعالیت‌هــاي الکتریکــی نورون‌ها ]۱۴[، و گســترش 
اطلاعات یا بیماري در شــبکه‌هاي اجتماعــی ]۳۰ ،۲۶[ ایفا 
می‌کند، و نیز به‌نظر می‌رســد که پیکربندي مجدد شــبکۀ 
عصبی بیولوژیکی در طول دینامیک یادگیري انسان، هستۀ 
اصلی وقوع یادگیري )همگامی نورون‌ها( در مغز است ]۵[. 
ازاین‌رو بخش قابل توجهی از پیشــینۀ پژوهش به بررسی 
اثر خواص دینامیکی و ساختاري شبکه‌هاي نوسانگرهاي 
جفت‌شده بر میزان همگامی در سیستم دینامیکی مربوطه 
اختصــاص دارد ]۴۳ ،۴۱ ،۴۰ ،۳۹ ،۳۸ ،۳۷ ،۳۵ ،۳۴ ،۲۷ ،۲۱ 
،۱۹ ،۱۷ ،۱۶ ،۱۲ ،۳[. نکتۀ قابل توجه این اســت که در واقع، 
در بســیاري از سیستم‌هاي شــبکه‌اي دینامیکی اتصالات 
شــبکه‌ها به‌طور مداوم تغییــر می‌کنند؛ بنابراین بســیار 
مهم اســت که بدانیم چگونه می‌توان براي بهبود همگامی 
گره‌هاي شــبکه، پیوندهاي شبکه‌اي را براساس فرایندهاي 
دینامیکی بازآرایی کرد، و به همین دلیل بخش قابل توجهی 
از پژوهش‌هاي مربوط به ســاختار شبکه بر نحوة طراحی 
ســازوکار‌هایی براي تغییر پیکربندي شبکه‌ها و بازآرایی 
پیوندها بر مبنــاي ویژگی‌هاي کمّی یــا کیفیِ موضعی یا 

سرتاسري ساختار شبکه‌هاي پیچیده متمرکز است.
روش‌هاي مختلف بازآرایی پیوندها را می‌توان برحسب 
معطوف بودنشان به خواص موضعی یا سرتاسري شبکه 
طبقه‌بندي کرد. روش‌هاي موضعی بیشتر به نقش هر پیوند 
توجه می‌کنند و در مقابل، روش‌هاي سرتاســري بیشــتر 
بــه اثر بازآرایی پیوندها بر رفتار کلی شــبکه می‌پردازند، 
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و حتی در مواردي بســامدهاي ذاتی5 نوســانگرها را هم 
درنظر می‌گیرند. به‌عنوان نمونه‌اي از روش‌هاي موضعی، 
هگ‌برگ و شولت در ]۱۸[ ســازوکار بازآرایی را با هدف 
نزدیک کردن بزرگ‌ترین ویژه‌مقدار و دومین کوچک‌ترین 
ویژه‌مقدار ماتریس لاپلاســین6 پیشــنهاد می‌کنند: در هر 
تکرار، یالی که بیشترین تأثیر را بر بزرگ‌ترین ویژه مقدار 
دارد حذف می‌شود و یالی که بیشترین تأثیر را بر دومین 
کوچک‌ترین ویژه‌مقدار دارد اضافه می‌شــود. در ]۲۰[، در 
این سازوکار تجدید نظر شده است، و از آنجا که بیشترین 
درجۀ شــبکه کران بالایی بــراي بزرگ‌تریــن ویژه‌مقدار 
ماتریس لاپلاســین به دست می‌دهد، دو ســازوکار دیگر 
مبتنــی بر درجــۀ گره‌ها پیشــنهاد و نتایــج تجربی آن‌ها 
گزارش شده است. نمونۀ دیگر، کار پاپادوپولس و همکاران 
در ]۲۹[ اســت که در بازة زمانی شروع دینامیک شبکه تا 
زمان وضعیت پایدار، همگامی دوتایی گره‌ها در زمان‌هاي 
مشخص را معیار سنجش قرار داده‌اند: بعد از سپري شدن 
مدتــی معین به‌عنوان دورة اســتراحت، گرهی از مجموعۀ 
گره‌هاي مجاز انتخاب می‌شــود، براساس میزان اختلاف 
فازهاي نوســانگر گره انتخابی و نوســانگرهاي گره‌هاي 
همسایۀ آن، پیوندي براي حذف انتخاب می‌شود و بالاخره 
این گره به یک گره غیرهمســایۀ تصادفی متصل می‌شود، 
و همین روند در بازه‌هاي زمانی مشخصی به تعداد دفعات 
مشــخصی تکرار می‌شود. رویکرد مشابهی در ]13[ اتخاذ 
شده است که در آن مقدار تابع احتمال برحسب اختلاف فاز 
بین هر دو نوسانگر جفت‌شده و تعداد نوسانگرهاي شبکه 
در زمان‌هاي مشخص اندازه‌گیري می‌شود و کارایی مدل 

نیز به‌صورت عددي شبیه‌سازي و گزارش شده است. 
در مقابل روش‌هاي موضعی، روش‌هاي سرتاســري 
می‌کوشــند که با جابه‌جــا کردن پیوندهاي شــبکه آن را 
به ســوي برآورده شــدن توصیفی کیفی یا معیاري کمّی 
ســوق بدهند. بــه عنوان مثــال، باراهونا و پکــورا در ]4[ 
با شبیه‌ســازي‌هاي عددي نشــان داده‌اند که بــا افزودن 

5 -Intrinsic frequencies
6 -Laplacian matrix

میان‌برهاي تصادفی می‌توان میزان همگامی را بین گره‌هاي 
جفت‌شده در شبکه‌هاي پیچیده بهبود بخشید. شواهد ارائه 
شــده توســط چاوز و همکاران در ]9[ نیز نشان می‌دهند 
که در شبکه‌هاي مســتقل از مقیاس7، می‌توان با وزن‌دهی 
به هر پیوند بر مبناي نســبت تعداد کوتاه‌ترین مسیرهاي 
شبکه که از آن پیوند اســتفاده می‌کنند، میزان همگامی را 
افزایش داد. کار اسکاردال و همکاران در ]40[ نمونۀ مهمی 
از ارائۀ شاخصی کمّی براي ارزیابی شبکه است: با استفاده 
از ماتریس لاپلاسین شبکه و فرکانس‌هاي ذاتی، تابع تراز 
همگامیSAF( 8( طوري ســاخته می‌شــود کــه درصورت 
نزدیک بودن شــبکه بــه همگامی کامل در حالــت پایدار9، 
کاهش مقدار آن با افزایش میزان همگامی معادل شــود. با 
دردست داشتن این تابع، سازوکار پیشنهادي آن‌ها عبارت 
است از جابه‌جا کردن تصادفی یک پیوند و رد یا قبول تغییر 
اعمال شده در شبکۀ برحسب اضافه یا کم شدن مقدار تابع 
تراز همگامی براي شبکه جدید، و تکرار این فرایند به دفعات 
مشــخص. آن‌ها با شبیه‌ســازي‌هاي عددي محدود نشان 
داده‌اند که این روش به‌ازاي مقدارهاي نســبتاً زیاد قدرت 
جفت‌شدگی10 ثابت در شبکه، میزان همگامی را به‌طور قابل 
ملاحظه‌اي بیشتر می‌کند. پینتو و سا در ]32[ با رویکردي 
مشــابه و نیز تابعی معادل تابع تراز همگامی، سازوکاری 
براي بازآرایی شبکه پیشنهاد می‌کنند. اسکاردال و همکاران 
در ]۷[ اذعان دارند که به‌نظر می‌رسد تکنیک ارائه شده در 
]40[ که صرفاً مبتنی بر اطلاعات سرتاسري است به تنهایی 
براي بهبود همگامی در شــبکه‌هاي کوراموتو کافی نیست، 
و روشی براي بهبود همگامی در زیرسیستم‌هاي کوچک‌تر 
و اســتفاده از آن‌ها براي بهبود همگامی کل سیستم ارائه 

می‌کنند. 
در پژوهــش حاضــر، ســازوکاری بــراي بازآرایی 
پیوندهاي شــبکۀ کوراموتــو ارائه می‌کنیم کــه در آن، از 
اطلاعات موضعی در ســطح پیوندها براي انتخاب پیوندي 

7 -Scale-free networks
8 -Synchrony Alignment Function
9 -Steady-state
10 -Coupling strength
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براي حذف و نیز انتخــاب دو گره غیر متصل براي ایجاد 
پیوند جدید اســتفاده می‌کنیم و سپس بر مبناي مقدار تابع 
تراز همگامی، تغییر اعمال شــده را می‌پذیریم یا به وضع 
قبلــی بــر می‌گردیم. به عبــارت دقیق‌تر، به‌جــاي انتخاب 
تصادفی پیوند و ایجاد شــبکۀ جدید و ســپس رد یا قبول 
آن، در هر مرحله پیوندهاي نامزد حذف و اضافه براساس 
سهمشان در بهبود همگامی بر اساس تجزیه و تحلیل نظري 
دینامیک )در حالت بســیار نزدیک به همگامی کامل( تعیین 
می‌شوند: پیوندي که کارایی کمتري در بهبود همگامی دارد 
شکســته می‌شــود و پیوند جدیدي با کارایی بیشتر ایجاد 
می‌شود، و سپس شبکة جدید با معیار کم کردن مقدار تابع 
تراز همگامی قبول یا رد می‌شود. با توجه به تحلیل نظريِ 
وضعی که دینامیک بســیار نزدیک به همگامی کامل است، 
در این پژوهش کارآیی پیوندها بر اســاس طیف ماتریس 

لاپلاسین سنجیده می‌شود. 

1. مقدمات و تعاریف اولیه

در این بخــش به اختصار بــه بیان تعاریــف، نمادها 
و گزاره‌‌هایی مــی پردازیم که در ادامه از آن‌ها اســتفاده 
می‌شود. شــرح و جزئیات را می‌توان در ]15[ یافت. شبکۀ 
همبند نوسانگرها را با )G = (V, E نشان می‌دهیم که در آن 
V = {1, …, N} و E بــه ترتیب مجموعۀ رأس‌ها و مجموعۀ 

یال‌هــاي G هســتند. به‌ازای هــر l≤ i ≤ N فــرض می‌کنیم 
که نوســانگر iام روي رأس i قرار دارد، بســامد ذاتی این 
نوســانگر را با ωi و فاز آن را در زمان  با  نشــان 
می‌دهیــم و فرض می‌کنیم که θها در معادلة کوراموتو که 

به‌صورت
           )1( 

نوشــته می‌شــود، صدق می‌کنند. در این معادله  
ماتریس اتصال شبکه است، عدد مثبت κ نشان دهندة میزان 
قدرت جفت‌شدگی هر دو نوسانگر متصل است، و  تابعی 

متناوب با دورة تناوب 2π است که  و 
. اگر برداري مانند  در معادلۀ 

دیفرانســیل )1( بــا مقدار اولیــة  صدق کند، 
« در سیســتم دینامیکی   می‌گوییم »
. از این به‌بعد،  صدق می‌کند« که در آن 
مطابق صورت‌بندي کلاسیک کوراموتو، فرض می‌‌کنیم که 
 در سیســتم دینامیکــی صدق می‌کند. 
میزان همگامی نوســانگرهاي جفت شــده کــه بردار 

فازشان در  صدق می‌کند، با پارامتر

   
اندازه‌گیري می‌شود که به پارامتر نظم11 کوراموتو معروف 
است. بنابر نابرابري مثلث، اندازة مجموع این بردارهاي فاز 
کمتر از مجموع اندازه‌هاي آن‌ها یا برابر آن است، و تساوي 
فقط وقتی اتفاق می‌افتد که بردارها باهم برابر باشــند؛ پس 
 عددي بین صفر و یک اســت و هرچــه به یک نزدیک‌تر 
باشد، وضعیت بردارهاي فاز به انطباق نزدیک‌تر است. در 
]15[نشان داده شده است که  که با  

تعریف می‌شود، در رابطه‌های 

                          
                                         
. صدق می‌کند، که در آن 

از آنجــا که معادلــۀ )1( جواب بســتۀ صریحی ندارد، 
معمولًا فرض می‌شــود که سیســتم در وضعیتی نزدیک 
به همگامی کامل اســت و اختلاف فازهاي هر دو نوسانگر 
متصل بســیار کوچک اســت. تحت این فــرض، می‌توانیم 
 را تقریبــا برابر  فرض کنیم، و به این 

ترتیب به سیستم دینامیکی خطی

                                    

می‌رسیم که تقریب قابل قبولی براي سیستم کوراموتوي 
معادلۀ )1( است. در این رابطه  ماتریس لاپلاسین 
G اســت و با  تعریف می‌شــود کــه در آن  
ماتریسی قطري است که روي قطر آن درجه‌هاي رأس‌هاي 
G را به ترتیب رأس‌ها قرار داده‌ایم، و به این ترتیب می‌توان 
11-Order parameter
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معادلة )4( را به شکل برداری 
                                         )5(

بازنویســی کرد. معادلۀ )۵( جواب صریحی برحســب 
ویژه‌مقدارهــا و ویژه‌بردارهاي L دارد، و می‌توان نشــان 
داد که این ویژه‌مقدارها حقیقی‌اند، کوچک‌ترینشــان صفر 
اســت و بقیه مثبت‌اند، و ویژه‌بردارهــاي متناظر آن‌ها هم 
مجموعه‌اي متعامد تشکیل می‌دهند]11[. این ویژه‌مقدارها را 
0 و ویژه بردار یکۀ متناظر   با 
را با  نمایش می‌دهیم. روشن است که  
پایۀ مرتبی برای  است. جواب صریح معادلة )۵( عبارت 

است از

به‌ازاي  داده شده، فرض کنید 
               

دراین صورت به‌راحتی می‌توان نشان داد که

و در نتیجه، جواب تقریبی معادلۀ )۵( به‌ازای t به‌اندازة 
کافی بزرگ عبارت است از 

         

، و در نتیجه، اگر دینامیک سیســتم  بنابراین 
در زمان کافی پیش برود آنگاه 

که یعنی نوسانگرها با سرعت زاویه‌اي یکسان نوسان 
می‌کننــد. این وضعیت به همگامی فازقفل شــده12 معروف 

است]2[. 
12-Phase-lock synchronization

ماتریس شــبه وارون L‌13 را، که با  
 تعریــف می‌شــود، در نظــر بگیریــد. روشــن اســت که

؛ در نتیجه،   و  بــه ازای 
 روی  عملگــر صفــر اســت و روی

 یکریختــی13 اســت. معادلة )۷( را 
می‌توان به‌صورت 

                         
نوشت، که نشــان می‌دهد مؤلفه‌های  در  و  

به‌ترتیب عبارت‌‌اند از  و 
                               

که آن را با  نشان می‌دهیم. به‌همین ترتیب، مؤلفة 
 در  را هم با  نشــان می‌دهیم. بنابراین با استفاده 
از معادلة )۹( به‌ازای هر t در محدودة رابطة )۶( به‌دســت 

می‌آید 

و در نتیجه

                                     
با استفاده از رابطة )۳( می‌توان نوشت

که یعنی  کران پایینی برای 
. R(t) است ــ به‌عبارت دیگر، 

2. سازوکار بازآرایی پیوندها

سازوکار‌هاي بازآرایی شبکه، با هدف تغییر پیوندهاي 
شــبکه به‌منظور افزایش میزان همگامی طراحی می‌شوند. 
در هر مرحلۀ بازآرایی، می‌توان یک یا چند پیوند یا مســیر 
را حــذف یا اضافه کرد؛ اما معمولًا تعداد کل پیوندها ثابت 
نگه داشته می‌شود. از آنجا که ساختار شبکه خویشاوندي 
بســیار نزدیکی با تقریب خطی دینامیــک کوراموتو دارد، 
طراحی و تحلیل ســازوکار‌ها معمولًا بر پایۀ شــکل خطی 
دینامیک انجام می‌شــود؛ هرچند که راهکارهاي دیگري هم 
13-Isomorphism
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)از جمله در]29[( آزموده شده است.
بر مبناي آنچه در قسمت پیش دیدیم، از این پس، تلاش 
می‌کنیم که مقدار  را با تغییر ساختار شبکه افزایش 
، ضریــب ویژه‌بردار  در  بدهیم. چون
اثری در  ندارد، و نیز می‌توان نشان داد که افزایش 
، در  را  ، ناشی از تغییر ضریب‌هاي بردارهاي
هم می‌توان با تغییر مناسب ضریب  به‌دست آورد]۱۵[. 
، بردارهای متعامد و یکه  ، به‌علاوه، چون بردارهاي

هستند، می‌توان نوشت

اثر تغییر میانگین و انحراف معیار بردار بسامد زاویه‌اي 
اولیه در ]۱۵[ بررســی شــده است و نشــان داده شده که 
بدون از دســت دادن کلیت می‌توان فرض کرد میانگین  

صفر است؛ بنابراین  و در نتیجه 

با بازنویسی رابطۀ )۱۲( به‌صورت

                        
به نظر می‌رســد که اضافه کــردن  و کم کردن  
مقــدار را به یک نزدیک می‌کند. هگ‌برگ و شــولت 
در ]18[ بدون این تحلیل و صرفاً براساس تحلیل باراهونا 
و پکورا در ]۴[ که بر مبناي مدل خطی نقش نســبت  
را در رخ دادن همگامی بررســی کرده‌اند، الگوریتمی براي 
افزایش نسبت  ارائه کرده‌اند. آن‌ها در هر مرحله از 
بین پیوندهاي موجود در شــبکه، پیوندي را حذف می‌کنند 
که بیشترین سهم را در مقدار  دارد، و پیوندي را اضافه 
می‌کنند که بیشــترین ســهم را در مقدار  دارد و به‌این 

ترتیب، در هر مرحله شــبکه‌ای به‌دســت می‌آید که نسبت 
 در آن بیش از شبکة قبلی است.

اســکاردال و همکاران در ]۴۱ ،۴۰[، ســازوکاری براي 
بازآرایی پیوندهاي شــبکه پیشــنهاد کرده‌انــد که به‌جاي 
بررسی نقش هر پیوند، با حذف و افزودن تصادفی پیوندها 
به‌دنبال شــبکه‌اي با مقدار بیشــتر  است. آن‌ها در 

]40[، تابع تراز همگامی دستگاه مفروض کوراموتو را با 

                                  

تعریف می‌کنند. چون
                    

مقــدار  به‌نوعی میزان خطاي خطی‌ســازي را 
نشان می‌دهد، و کم بودن آن به‌نوعی معادل است با نزدیک 
بودن تقریب خطی به دســتگاه اصلی. این سازوکار، که از 
آن به‌عنــوان الگوریتم رد‌ ‌ـ قبول14 یاد می‌کنند، از این قرار 

است:
1. یک یال به‌طور تصادفی انتخاب و حذف کنید. 

2. دو گره تصادفی را که به‌هم متصل نیســتند متصل 
کنید.

3. ماتریس لاپلاســین شبکۀ جدید را با  نشان دهید. 
اگر  آنگاه شبکۀ جدید پذیرفته می‌شود 

وگرنه رد می‌شود.
این فرایند s بار تکرار می‌شــود. در ســازوکار اصلاح 
شده در ]7[، ابتدا شبکه افراز می‌شود و سپس مراحل فوق 
روي هرکدام از زیرشــبکه‌ها اعمال می‌شوند. در گزارش 
شبیه‌ســازي‌اي که در ]40[ بــه ازاي  تکرار 
آمــده، در حالی که این بازآرایی به‌ازاي مقدارهاي نســبتاً 
زیــاد  مقدار پارامتر نظــم را به‌طور قابــل توجهی به ۱ 
نزدیک می‌کند، به‌ازاي مقدارهاي کم  عملًا باعث می‌شود 
که مقــدار پارامتر نظم به صفر نزدیک شــود و در نتیجه 
به‌نظر می‌رسد که این بازآرایی دست‌کم به‌ازاي مقدارهاي 

کمِ قدرت جفت‌شدگی روش مناسبی نیست. 
در جستجوي روشی براي بازآرایی به‌ازاي مقدارهاي 

14- Accept-reject algorithm
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: به‌ترتیب   ،  ،  ، : قدرت جفت‌شدگی،  شکل ۱. تغییرات پارامترنظم در روش‌های مختلف بازآرایی به‌ازای قدرت‌های مختلف جفت‌شدگی. 
پارامتر نظم اولیه، با بازآرایی اسکاردال و دیگران، با بازآرایی هگ‌برگ و شولت )با SAF(، با بازآرایی مقالة حاضر، e: تعداد بازآرایی‌های موثر.

مقدارپارامترنظم

0 20000 40000 60000 80000 100000

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

SkardalBySAF

HagbergBySAF

MaxEigBySAF

اجراها تعداد
.(rM , e) = (۰٫۱۶۲۵, ۱۹۷) ،(rH , e) = (۰٫۱۱۲۶, ۵۷۱) ،(rS , e) = (۰٫۱۰۱۰, ۵۵۹) ،r = ۰٫۰۲۶۳ ،κ = ۰٫۰۵ (الف)

مقدارپارامترنظم

0 20000 40000 60000 80000 100000

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

SkardalBySAF

HagbergBySAF

MaxEigBySAF

اجراها تعداد
.(rM , e) = (۰٫۱۵۸۲, ۱۷۹) ،(rH , e) = (۰٫۰۹۷۰, ۵۸۶) ،(rS , e) = (۰٫۰۹۵۱, ۵۱۸) ،r = ۰٫۰۷۳۶ ،κ = ۰٫۱۰ (ب)

مقدارپارامترنظم
0 20000 40000 60000 80000 100000

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0.40 SkardalBySAF

HagbergBySAF

MaxEigBySAF

اجراها تعداد
.(rM , e) = (۰٫۱۷۳۶, ۲۱۴) ،(rH , e) = (۰٫۱۴۱۲, ۵۶۶) ،(rS , e) = (۰٫۱۳۲۳, ۵۷۴) ،r = ۰٫۰۳۳۰ ،κ = ۰٫۱۵ (ج)

مقدارپارامترنظم

0 20000 40000 60000 80000 100000

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

SkardalBySAF

HagbergBySAF

MaxEigBySAF

اجراها تعداد
.(rM , e) = (۰٫۱۵۸۴, ۲۲۸) ،(rH , e) = (۰٫۱۴۰۸, ۵۹۴) ،(rS , e) = (۰٫۱۷۷۴, ۶۰۱) ،r = ۰٫۰۵۶۵ ،κ = ۰٫۲۰ (د)

نظم پارامتر به ترتیب :rM ،rH ،rS ،r جفت شدگی، قدرت :κ جفت شدگی. مختلف قدرت هاي به ازاي بازآرایی مختلف روش هاي در نظم پارامتر تغییرات .۱ شکل
مؤثر. بازآرایی هاي تعداد :e حاضر، مقالۀ بازآرایی با ،(SAF (با شولت و هگ برگ بازآرایی با دیگران، و اسکاردال بازآرایی با اولیه،

۸
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کمِ قدرت جفت‌شــدگی، بــه رابطۀ )۱۲( بــر می‌گردیم. از 
نامســاوي راســت، بر می‌آید که به‌ازاي مقدارهای کوچک 
، خود عبارت  مانع زیاد شــدن مقدار 
 اســت، و ثابت بودن مقدار ایجاب می‌کند که 
تنها راه برداشــتن این مانع، اضافه کردن مقدار  است. 
به‌این ترتیب، پذیرفتنی به‌نظر می‌رســد که به‌جاي انتخاب 
تصادفی پیوندها براي حذف و اضافه، آن‌ها را براســاس 
سهمشــان در افزایش بزرگ‌ترین ویژه‌مقدار انتخاب کنیم. 
براي ارزیابی ســهم هر پیوند، فــرض می‌کنیم که  

ماتریس لاپلاسین شبکۀ  است؛ پس 
                                                  

و در نتیجه
            )13(

   
ام  است. مولفه که در آن

معادلۀ )۱۳( به‌طور صریحی سهم هر پیوند را در هریک 
از ویژه‌مقدارها به‌دست می‌دهد؛ به‌این ترتیب می‌توانیم در 
هر مرحله از الگوریتــم رد ـ قبول، پیوندي را انتخاب کنیم 
که سهم مناسبی در بزرگ‌ترین ویژه‌مقدار دارد و بر همین 

اساس، سازوکار اصلاح شدة زیر را پیشنهاد می‌کنیم:
1. یک یال را براي حذف به‌این ترتیب انتخاب کنید:

الــف( بزرگ‌تریــن ویژه‌مقــدار ماتریس لاپلاســین و 
ویژه‌بردار نظیر آن را محاسبه کنید. 

ب( بین همۀ دوتایی‌هاي  که در شبکه به‌هم وصل 
هستند، آن‌هایی را بیابید که کمترین مقدار  را 

به‌دست می‌دهند. 
ج( یکی از این دوتایی‌هــا را به‌طور تصادفی انتخاب و 

پیوندشان را حذف کنید.
2. دو گره را براي اتصال پیوند بین آن‌ها به‌این ترتیب 

انتخاب کنید: 
الف( بزرگ‌ترین ویژه‌مقدار ماتریس لاپلاسین جدید و 

ویژه‌بردار نظیر آن را محاسبه کنید. 
ب( بین همۀ دوتایی‌هاي  که در شبکه به‌هم وصل 

نیستند، آن‌هایی را بیابید که بیشترین مقدار 
را به‌دست می‌دهند. 

ج( یکی از این دوتایی‌ها را به‌طور تصادفی انتخاب کنید 
و آن‌ها را به‌هم وصل کنید. 

3. ماتریس لاپلاســین شبکة جدید را با  نشان دهید. 
، آنگاه شــبکة جدیــد پذیرفته  اگــر 

می‌شود، وگرنه رد می‌شود.
از آنجا که ممکن است نامزد حذف ارزش صفر داشته 
باشد و یا حذف یال موجب ناهمبندي شبکه شود، می‌توانیم 
بــازة اطمینانی براي انتخاب تصادفی یک پیوند ناکارآمد و 
یک پیونــد ]ناموجود، اما بالقوه[ کارآمــد در نظر بگیریم. 
به‌این ترتیب، در مرحلۀ انتخاب پیوند براي حذف، کارآمدي 
همۀ یال‌های شبکه را محاسبه می‌کنیم و نتایج را به ترتیب 
صعودي مرتب می‌کنیــم و یالی را به‌تصادف از  درصد 
پایینی برای حذف انتخاب می‌کنیم، و ســپس کارآمدي را 
براي یال‌هاي مکمل شبکة جدید محاسبه و نتایج را به ترتیب 
صعودي مرتب می‌کنیم و از یال‌هایی که مقادیر کارآمدي 
آن‌ها در  درصد بالایی هســتند یک یــال را به تصادف 
انتخاب می‌کنیم. در شکل )۱( نتیجه‌هاي نوعیِ اجراي هردو 
الگوریتــم را براي بیش از ۵۰ شــبکۀ Watts–Strogatz با 
N = 100 و بســامدهاي ذاتی بــا توزیع توانی و میانگین و 

واریانس به ترتیب 0 و 1 برای  اجرا آورده‌ایم، و 
در کنار آن‌ها نتایج مربوط به بازآرایی هگ‌برگ و شــولت 
)بــا SAF( را هم آورده‌ایم کــه در آن انتخاب پیوندها براي 
حذف و اضافه به‌ترتیب براساس بیشترین سهم در  )در 
«( و بیشترین سهم  1)ب(، »بیشــترین مقدار 
«( انجام  در  )در 2)ب(، »بیشــترین مقــدار 
می‌شــود. می‌توان مشاهده کرد که به‌ازاي مقدارهاي کم  
الگوریتم اصلاح شــده عملکرد بهتري دارد: مقدار بیشتري 
براي پارامتر نظم به‌دست می‌آید، و این مقدار بهتر با اعِمال 

تغییرهاي کمتر در شبکه به‌دست می‌آید. 
در عین حال که همواره باید درنظر داشت که نتیجه‌هاي 
عددي قویاً وابسته به شرایطی هستند که قابل تکرار نیستند 
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و لزوماً چیزي را ثابت نمی‌کنند، نمی‌توان از جذابیت و البته 
اهمیت آن‌ها صرف‌نظر کــرد. یکی از نکات قابل توجه این 
اســت که به‌نظر می‌رسد سازوکار پیشــنهادي اسکاردال 
و دیگران، دســت‌کم به‌ازای مقادیر کمِ قدرت جفت‌شــدگی 
به‌هیچ‌وجه رفتار »پایدار« ندارد و اقلًا تا پیش از  
اجرا، تعداد دفعات اجراي الگوریتم به‌شدت بر مقدار گزارش 
شــدة پارامتــر نظم مؤثر اســت )و در نتیجــه، مقدارهاي 
گزارش شــده در ]40[ به‌ازای  چندان موجه 
به‌نظر نمی‌رسند(. ســازوکار پیشنهادي هگ‌برگ و شولت 
)با SAF( از این بابت رفتار بهتري نشان می‌دهد؛ اما اجراي 
آن هزینۀ بیشــتري دارد و باعث بهبــود قابل توجهی در 
مقدار پارامتر نظم هم نمی‌شــود. در مقابل، به‌نظر می‌رسد 
با الگوریتم اصلاح شــدة حاضر مقدار پارامتر نظم به‌طور 
قابل قبولی پایداري نشــان می‌دهد. این امر البته به معناي 
این نیســت که مقدار پایدار نهایی بهتریــن مقدار »ممکن« 
پارامتر نظم است، و در همۀ نمونه‌ها هرسه الگوریتم حتی 
در همان بازآرایی‌هاي اولیۀ شبکه به آرایش‌هایی می‌رسند 
که به‌وضوح همگامی بیشــتري دارند؛ اما به‌ســادگی این 

آرایش‌ها را از دست می‌دهند.

3- نتیجه گیري

در این پژوهش با تحلیل سهم پیوندهاي شبکه در مقدار 
بزرگ‌ترین ویژه‌مقدار ماتریس لاپلاســین آن سازوکاری 
بــراي بازآرایی پیوندهاي شــبکه به‌منظور بهبود همگامی 
دینامیــک کوراموتو به‌ازاي مقادیر کم قدرت جفت‌شــدگی 
پیشــنهاد کردیم، و بر مبناي شــواهد عددي نشــان دادیم 
که اســتفاده از این روش نسبت به روش‌هاي پیشین براي 
خانواده‌اي از شــبکه‌ها و بسامدهاي ذاتی به نتیجۀ بهتري 
می‌انجامد. علاوه‌بر بررسی‌هاي نظري براي درك و توجیه 
بهتر رفتار سازوکار حاضر، بررسی کارکرد آن در مورد 
خانواده‌هاي دیگري از شبکه‌ها و بسامدهاي ذاتی و یافتن 
روش‌هاي دیگري براي انتخاب پیوندهاي شــبکه در کنار 
بررســی پایداري آرایش و اثر پارامترهاي شبکه )از قبیل 

تعداد گره‌ها، تعداد پیوندها، حداقل پیوندهاي متصل به هر 
گره، میانگین فاصله و نظایر آن‌ها( بر وجود آرایش پایدار 
و تعــداد مراحل لازم براي رســیدن به آن از موضوع‌هاي 

جالب توجه براي پژوهش‌هاي آینده هستند.
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