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چکیده

سیستم های ارتباطی غالباً در معرض انواع خرابی های 
تصادفی و حملات هدفمند قرار دارند. در خرابی هایی از نوع 
تصادفی، گره ها با احتمال یکسانی دچار خرابی شده و از 
شبکه حذف می شوند. اما در حملات سیستماتیک، گره هایی 
که بیشــترین اهمیت را دارند اول از همه مورد حمله واقع 
می شوند. اســتحکام در قبال اشــکالات و خرابی ها و نیز 
برخورد مناســب با حملات و اشــکالات یکی از ملزومات 
اساســی در اغلب شبکه ها و سیستم های ارتباطی امروزی 
به شــمار می رود. بدین ترتیب، لازم است که سیستم های 
ارتباطی، اطمینان پذیری، دسترس پذیری و استحکام بالایی 
را در برابر خرابی ها، اشکالات و حملات از خود نشان دهند 
چرا که ممکن است خود به عنوان زیرساختی برای بسیاری 
از شبکه های ارتباطی مورد استفاده قرار بگیرند. همچنین، 
تبیین شــباهت ها/عدم شــباهت ها میــان مدل های مختلف 
گراف و مطالعۀ ناهمگنی گراف ها، یکی از مسائل پژوهشی 
بنیادی در مطالعۀ شــبکه های پیچیده و اجتماعی محسوب 
می شــود. در این مقاله آسیب پذیری و ناهمگنی گراف های 
شبه سرپینسکی را همراه با معرفی مجموعه ای از مهم ترین 

معیارهای استحکام و ناهمگنی مورد تجزیه و تحلیل قرار 
می دهیم. در بخش پیاده سازی معیارها نشان داده می شود 
که از بین شبکه های شــبه سرپینسکی، شبکه سرپینسکی 
تعمیم یافته دارای مستحکم ترین و نیز همگن ترین ساختار 
عمل می کند. تعداد و نوع اشــکالات هیــچ محدودیتی را به 
بررسی های انجام شده تحمیل نمی کند و تلاش براین بوده 
تا برای حملات هدفمنــد الگو های متنوعی را مورد آزمون 
قرار دهیم. با این  همه، معیارهای مورد استفاده محدود به 
شبکه های شبه سرپینســکی نبوده و قادرند تا برای انواع 
مختلفــی از معیارهای اســتحکام و ناهمگنــی و نیز طیف 

گسترده ای از شبکه ها مورد استفاده واقع شوند.
واژه هاي کلیدي: شــبکه های پیچیده، شــبکه های شبه 

سرپینسکی، معیارهای استحکام و شاخص های ناهمگنی

1. مقدمه

در دنیایی از شبکه های بهم پیوسته پیچیده و اجتماعی 
زندگی می کنیم که تســهیلات و امکانات حیاتی موجود در 
آن به میزان زیادی به انواع مختلفی از شــبکه ها وابستگی 
دارد. بدین ترتیب لازم اســت تا این شــبکه ها از حد بالایی 
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از اســتحکام و تــاب آوری برخــوردار باشــند. واژگان 
اســتحکام و تاب آوری در شــبکه های ارتباطی به توانایی 
و قابلیت آن ها در اســتمرار و پیوســتگی در عملکردشان 
هنگامی که مؤلفه هایشــان )یعنی پیوند هــا و یا گره ها( در 
معرض احتمالات مشــخصی از خرابی تصادفی یا حملات 
سیســتماتیک قرار دارند اشــاره می کند. در طی سال های 
اخیر، طراحی این قبیل شــبکه ها به یکی از موضوعات مهم 
پژوهشــی در مهندسی و علوم تبدیل شده است. در تحلیل 
مســائل پایه ای قابلیت اطمینان شبکه معمولًا فرض بر این 
اســت که هیچ محدودیتی برای انجام مسیریابی و ظرفیت 
وجود ندارد و از این رو غالباً افُت ترافیک ناشــی از اشباع 
یک پیوند به عنوان خرابی شــبکه در نظر گرفته نمی شود. 
برای تصمیم درباره این که آیا شــبکه ای مستحکم است یا 
خیر به روشی برای اندازه گیری کَمّی نیاز هست و بایستی 
تاثیر خرابی ها و حملات سیســتماتیک را در عملکرد شبکه 

ارزیابی کنیم.
تاب آوری اصطلاحی اســت که به قابلیت و توانایی هر 
شبکه برای دفاع و نیز نگهداری سرویس های عرضه شده 
در یک سطح قابل قبول حتی در حضور خرابی ها، حملات و 
چالش هایی از این دست اشاره دارد. واژه استحکام نیز که 
معمولًا در متون و ادبیات تحقیق مترادف با تاب آوری به کار 
مــی رود امروزه بیش از هر زمان دیگری به عنوان یک نیاز 
اساســی و مهم در طراحی و پیاده سازی سیستم ها مورد 
توجه قرار گرفته است. تاب آوری و استحکام چندین زمینه 
پژوهشــی مهم مانند امنیت اطلاعات و شبکه، تحمل پذیری 
اشــکال، اتکاءپذیری و بقای شبکه ها و سیستم ها را در بر 
می گیرد. به همین دلیل بخش عمده ای از پژوهش در زمینه 
شــبکه های پیچیده و اجتماعی حول و حوش این زمینه ها 

سازماندهی شده است.
در طی ســال های گذشــته، معیارهــای فراوانی برای 
ســنجش و برآورد میزان تاب آوری و اســتحکام شبکه ها 
پیشنهاد گردیده است؛ لیکن دانشمندان فعال در این عرصه 
بر ســر این که کدام یک بر دیگری برتــری دارد به توافقی 

دست نیافته اند و بدین سیاق این نیاز و تلاش کماکان جریان 
دارد. در این مقاله ما تاب آوری و استحکام گراف های شبه 
سرپینسکی را تحت بررسی و ارزیابی قرار دادیم. به منظور 
ارزیابی استحکام انواع مختلف گراف های شبه سرپینسکی 
و نیز سنجش صحت و دقت ارزیابی، تاب آوری گراف ها در 
برابر، سه نوع حمله هدفمند مبتنی بر مرکزیت درجه، بینیت 
و نزدیکی مانده ای قرار داده و به کمک معیارهای استحکام 

تاب آوری این گراف ها را مورد ارزیابی قرار داده ایم ]1[.
از ســویی، تبیین شــباهت ها/عدم شــباهت ها و تعیین 
یک  ریختی میان گراف ها، در زمرۀ مســائل و پژوهش های 
مهم در حوزۀ علوم و مهندسی است که جایگاه ویژه ای در 
حوزۀ نظری سامانه های پیچیده و اجتماعی دارد. سنجش 
میزان ناهمگنی گراف ها، اطلاعات زیادی را درباره آن ها در 
اختیار ما قرار می دهد و به دلیل اســتفادۀ گسترده از آن ها 
در علوم اجتماعی، پزشــکی، زیست شناختی و غیره، یافتن 
شاخص های کارآمد در جهت رده بندی و تعیین شباهت ها 
میان شــبکه ها، می تواند در بسیاری از مواردِ مهم و عملی 
سودمند واقع گردد. شاخص های ناهمگنی مختلفی معرفی 
شــده اســت که در بخش های بعد به معرفــی آن پرداخته 

می شود.
این مقاله در 5 بخش ســازماندهی شــده است. مطالب 
پیش زمینه درباره گراف و نیــز تعاریف و مقدمات مورد 
نیاز برای درک بهتر مقاله در بخش 2، بیان گردیده اســت. 
همچنین تحلیلی از ناهمگنی و اســتحکام شــبکه های شبه 
سرپینسکی همراه با انواع راهبرد های حمله و نیز معیارهای 
مختلف برای ارزیابی استحکام و ناهمگنی شبکه ها توصیف 
شــده اســت. در بخش 3، به بیان انــواع مدل های مختلف 
شبکه های شبه سرپینسکی، همراه با یک الگوریتم منسجم 
برای ساخت تمامی آن ها در این بخش ارائه گردیده است. 
نتایج عددی و شرح جزئیات شبیه سازی در بخش 4، آورده 
شده و سرانجام بخش 5، به ارائه یافته ها و نتیجه گیری  این 

مقاله اختصاص یافته است.
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2. ادبیات موضوع

در ایــن بخــش برخی تعاریــف و مفاهیمــی را که در 
سراسر مقاله از آن ها استفاده می کنیم را ارائه خواهیم داد. 
هر گراف G شــامل یک مجموعه متناهی از رئوس V(G) و 
یک مجموعه از لبه E(G) اســت. برای سهولت، گراف G را 
 uvɛE(G) نمایش می دهیم. اعضای G(V,E) معمولًا با نمــاد
یــک زیرمجموعــه از زوج هــای غیرمرتب V(G) هســتند. 
عناصر V(G) را رئوس گراف G و اعضای E(G) را لبه های 
آن می نامیــم. چنانچه e=uv یک لبه از گراف G باشــد، در 
این صــورت می گوییم که رئوس u و v مجاور یکدیگرند و 
آن هــا را دو نقطه انتهایی )پایانی( لبــه e می نامیم. در این 
مقاله ما تنها با گراف های ساده متناهی یعنی بدون جهت و 
فاقد طوقه یا لبه های چندگانه سر و کار خواهیم داشت ]5[.

یــک گراف را همبند می گوییم هــرگاه برای هر افِرازی 
از مجموعه رئــوس آن به دو مجموعه ناتهی X و Y، لبه ای 
وجود داشته باشد که یک انتهایش در مجموعه X و انتهای 
دیگرش در مجموعه Y باشــد. در غیراین صورت، گراف را 

ناهمبند می نامیم.
حذف هر رأسی مانند از گراف G را به عنوان یک 
خرابی/حملــه فرض می کنیم. در نتیجه زیرگراف باقیمانده 
 u به صورت  خواهد شــد و لبه های متصل به
نیز از گراف حذف خواهد شــد. به محض حذف هر رأس، 
گراف ممکن اســت به تعدادی مؤلفه همبند تجزیه گردد که 
تعداد گره های واقع در هر یــک از آن ها )اندازۀ مؤلفه های 

همبند( می تواند معیاری مورد توجه باشد.
امروزه بخش مهمی از نظریۀ جبری گراف به بررســی 
و مطالعه طیف ماتریس مجاورت گراف اختصاص یافته و 
طیف گراف شــامل ماتریس هایی است که به صورت یکتا 
ساختار گراف را نمایش می دهند. طیف ماتریس مجاورت، 
ماتریس لاپلاسین و ماتریس فاصله از نمونه های مهمی از 

این دست به شمار می روند.
یکــی از ایــن ماتریس هایی که می تــوان گراف ها را به 
کمــک آن مطالعه کرد، ماتریس لاپلاســین گراف اســت. 

ماتریس لاپلاســین L عبارت از )D-A( است که D ماتریس 
قطری و A ماتریس مجاورت گراف اســت. ماتریس L یک 
ماتریس متقارن و نیمه معین مثبت است که جمع سطرهای 
آن برابــر صفر بوده و در نتیجــه مقادیر ویژه L حقیقی و 
مثبت هستند و کوچک ترین آن ها برابر صفر است. مقادیر 
ویــژه L را می تــوان از کوچــک به بزرگ مرتب ســاخت

. برخــی از مهم ترین معیارهای 
استحکام مســتخرج از مقادیر ویژه ماتریس L عبارتند از 
اتصال پذیری جبری، تعــداد درخت های فراگیر و مقاومت 

موثر گراف ]2[.
اگــر G یک گراف فاقد طوقه و لبه هــای موازی )گراف 
ساده( باشد، مقادیر ویژه آن با بیان شده 
و فرض می شــود که به صورت یک شــیوه غیرافزایشــی 
در   .) ( می شــوند  زده  برچســب 

این صورت، انرژی گراف G عبارتست از ]2[:

)1(2

انرژی گراف مفهومی است که نخستین بار توسط ایوان 
گوتمن ارائه شــد دارای انگیزشی مربوط به مسائل شیمی 
اســت. یعنی، برای گراف هایی کــه در آن ها تئوری مداری 
مولکولی هوکل1 اسکلت اتم کربن برخی هیدروکربورهای 
اشباع شده2 را نشــان می دهد، E به کل انرژی π-الکترون 
مرتبط می شود یا به بیان دقیق تر کل انرژی π-الکترون یک 
ترکیب خطی از E را به دست می دهد. گوتمن ]3[ بعدها نشان 
داد که صرف نظر از واکنش های شیمیایی، معیار انرژی را 

می توان برای تمامی گراف ها مورد استفاده قرار داد. 
حملات مبتنی بــر معیارهای مرکزیت معمولًا در زمره 
راهبردهای شــناخته شده حمله هســتند و این معیارهای 
عمدتاً ســعی در تبیین اهمیت هر مؤلفه در شبکه را دارند. 
برای یک گراف مرکزیت درجه3 عبارتســت از نسبت تعداد 
لبه های واقعی گره u به ماکزیمم تعداد لبه های ممکن متصل 

به این گره ]4[.

1- Hückel molecular orbital theory
2- Conjugated hydrocarbons
3- Degree Centrality



15

14
01

یز 
پای

 / 
شی

یان
 را

وم
عل

)2(

این معیار بیانگر توانایی هر گــره در برقراری ارتباط 
مستقیم با سایر گره ها است. بدین ترتیب هرقدر این معیار 

بیشتر باشد اهمیت گره مزبور بیشتر خواهد بود.
بینیت یک معیار ســنجش مرکزیت یک گره در شــبکه 
است و معمولاً با کسری از کوتاه ترین مسیرهای بین زوج 
 G گره های گذرنده از این گره تعریف می شود. برای گراف

مرکزیت بینیت4 گره u عبارتست از ]4[:

)3(

به قســمی کــه  تعــداد کوتاهترین مســیرها بین 
زوج گره هــای s و t و نیــز  عبــارت از تعــداد 
 کوتاهترین مسیرها بین این زوج گره ها که از گره u عبور 

می کند.
در متون شــبکه های پیچیــده یکــی از معیارهایی که 
برای بیان میزان اهمیت گره در نظر گرفته می شــود معیار 
مرکزیــت نزدیکی5 اســت که اهمیت گرۀ مــورد نظر را بر 
اســاس نزدیکی ای که به سایر گره ها دارد درنظر می گیرد. 
در این مقاله معیار نزدیکی فریمن که در واقع نرمال شــدۀ 
معیار نزدیکی سابیدوسی است مورد استفاده قرار گرفته 

و به صورت زیر قابل تعریف است ]4[.

)4(

۲-۱ تجزیه و تحلیل استحکام

برای ساخت هر شبکه ارتباطی موفق، جنبه های مختلفی 
ازجمله هزینه، امنیت، مقیاس پذیری و تحمل پذیری اشــکال 
را می بایســت مدنظر قرار داد. این عوامل برای هر شــبکۀ 
ارتباطــی امری حیاتی محســوب می شــود ]5[. با افزایش 
روزافزون شــبکه ها و اســتفاده از آن ها با اهداف حیاتی، 
نیاز به اســتحکام افزایش یافته و به ویژه در صورت بروز 
خرابی ها و حملات بدخواهانــه6 و هدفمند، این مهم بیش  از 

پیش اهمیت پیدا می کند.
4- Betweenness Centrality
5- Closeness Centrality
6- Malicious

2-1-1 معیارهای استحکام

با وجودی که توپولوژی و ســاختار شــبکه ها معیار 
مهمی برای درک و شــناخت شــبکه های پیچیده است، به 
تنهایی برای تبیین و اســتخراج تعاملات و خواص موجود 
در آن ها که بسیار گسترده و متنوع هستند کفایت نمی کند. 
به همین دلیل شــماری از معیارهــای آماری بدین منظور 
توســعه یافته اند که هر کدام از آن هــا در زمینه مختلف و 
مشخصی موضوعیت، کاربرد و سودمندی دارد. در ادامه 
مــا به اختصار برخی از معیارهای ســودمند و مهم جهت 
ســنجش تاب آوری و اســتحکام را که در این مقاله مورد 

استفاده قرار داده ایم معرفی می کنیم.
در این مقاله از واریانس های معیارهای مرکزیت نیز به 
این دلیل بهره جســته ایم که می توانند برای تبیین تعادل و 
بالانس مرکزیت هر گراف تحت آزمون مورد استفاده قرار 
بگیرنــد. در بخش4 نتایج حاصل از شبیه ســازی خواهیم 
دید که گراف هــای بهبود یافته با داشــتن ویژگی بالانس 
در مرکزیــت خویش می توانند اســتحکام بیشــتری را در 
برابر حملات سیســتماتیک مبتنی بر مرکزیت در قیاس با 

گراف های اصلی به نمایش بگذارند.
اتصال پذیری جبری نشــان داده شــده که می تواند در 
هنگام تحلیل آسیب پذیری شبکه اطلاعات سودمند و دقیقی 
را عرضــه کند. گفتیم که کوچک تریــن دومین مقدار ویژه 
ماتریس لاپلاسین )λ2( اتصال پذیری جبری نام دارد ]6[ و 
 λ2=0 اگر و فقط و اگر گراف ناهمبند باشــد، در این صورت
خواهد بود و هنگامی که تمامی گره ها متصل باشند معادل 
با کل تعداد رئوس گراف است. بدین ترتیب، معیار اتصال 
جبری بیانگر اتصال پذیری گراف اســت و مقادیر بزرگ تر 

این معیار معادل با استحکام بیشتر گراف خواهد بود.
معیار بعدی توزیع طیفی وزن دار7 است که برای تحلیل 

توپولوژی اینترنت معرفی شده است ]6[.
دیگر معیار طیفی، اتصال پذیری طبیعی8 است که توسط 
جان وو9 و همکارانش ]7[ معرفی شد. نکته جالب آن است 
7- Weighted Spectral Distribution
8- Natural connectivity
9- Jhon Wu
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که می توان این معیار را برحســب انرژی آزاد هلمهولتز10 
برای یک شبکه مفروض محاسبه کرد. نشان داده شده که 
این معیار در قیاس با اتصال پذیری جبری می تواند به نحو 

دقیق تری تغییرات اتصال پذیری را رصد کند.
شکاف طیفی11 نیز دیگر معیار مستخرج از طیف گراف 
اســت و برابر با اختلاف بین بزرگ تریــن دو مقدار ویژه 
ماتریس مجاورت گراف بوده و می تواند میزان اســتحکام 
شــبکه را در برابر تغییــرات توپولوژیکــی اندازه گیری و 
تحلیل کند. بنابراین، یک شرط لازم برای این که شبکه بتواند 
اکســپندر خوبی باشد آن است که مقدار این شکاف به قدر 

کافی بزرگ باشد ]6[.
معیار بعدی مورد اســتفاده مقاومت موثر کل گراف12 
اســت که اگر در حوزه تحلیل مدارهای الکتریکی به گراف 
نــگاه کنیم می توان هر لبــه آن  را را متناظر با یک مقاومت 
یک اهمی در نظر گرفــت و بدین ترتیب، مقاومت موثر کل 
گراف عبارت از مجمــوع مقاومت های موثر جفتی بین هر 
زوج رأس از گراف با فرض برقراری ولتاژی بین آن زوج 
رأس قابل تعریف اســت. قدرت این معیــار در این حقیقت 
نهفته اســت که تمامی مسیرها مورد ملاحظه و توجه قرار 
می گیرند و یکی از کاربردهای مهم آن ســنجش و برآورد 

میزان تاب آوری شبکه است ]6[. 
تیزقدم و گارسیا معیار استحکامی موسوم به بحرانیت 
شــبکه13 را پیشــنهاد کرده اند که مبتنی بر بینیت گام زدن 
تصادفی است؛ بر طبق تعریف عبارت از تعداد ملاقات های 
گرهی مانند k اســت که در یک گام زدن تصادفی از رأس 
دلخواه i شــروع شــده و در رأس دلخواهی مانند j خاتمه 
می یابد. نشــان داده شــده که معیار بحرانیت شــبکه نیز 
تابعی از مقادیر ویژه لاپلاســین گراف است. همچنین نکته 
جالب توجه این اســت که معیار بحرانیت شــبکه معادل با 
دو برابر ساختن مقاومت موثر گراف است و از این رو هر 
قدر که اتصال پذیری جبری بیشتر شود بحرانیت و به تبع 

10- Helmholts free energy
11- Spectral Gap
12- Effective Graph Resistance
13- Network Criticality

آن مقاومت موثر کاهش بیشــتری یافته و در نتیجه شبکه 
مستحکم تر خواهد شد ]6[.

در مقاله حاضر شانزده معیار مهم استحکام محاسبه، 
بررســی و مقایســه شــده اســت و تلاش بر این بوده تا 
ناســازگاری موجود ما بین تفســیر برخی از این معیارها 
روشــن گردد. مضافاً، توجه شود که اغلب این معیارها در 
زمره معیارهای توپولوژیکی اند یعنی به شــکل و ساختار 
شبکه وابستگی تام دارند و از این رو به معنای پس زمینه 

یا سرویس مورد ارائه شبکه، ارتباطی ندارند. 
با توجه به دلایل فوق، ما معیار پیشــنهادی اســتحکام 
جریان14 را که در ]6[ معرفی و اســتفاده شــده برای کار 
خویش مناســب یافتیم. طبق تعریف، جریان استحکام هر 
گراف عبارت از نســبت تعداد جریان های قابل اعتماد را به 
تعداد کل جریان های موجود در شبکه است ]6[. هر جریان 
در صورتی قابل اعتماد است که حداقل یکی از مسیرهایش 
به دلیــل خرابی پیوند یــا گره، منفصل و پــاره نگردد. با 
داشــتن n گره، تعداد کل جریان ها برابر با ماکزیمم تعداد 
جریان ها یعنی n/2(n-1) اســت. این معیار توانایی ارتباط 
گره های شــبکه با یکدیگر را نشان می دهد. به طور خلاصه 
مفهوم استحکام جریان هر گراف برابر با تعداد مؤلفه های 
موجــود در آن گراف بــه کل تعداد یال هــای ارتباطی در 
یک گراف کامل اســت و محدوده آن در بــازه ]0,1[ قرار 
دارد. یک به معنای آن اســت که گراف متصل کامل اســت 
یعنی تمــام گره ها قادر به ارتباط بــا یکدیگرند و صفر به 
معنی آن اســت که n گره ایزوله داریم یعنی هیچ زوج گره 
ارتباطی در کل شبکه یافت نمی شود. یک نکته مهم این است 
که ســنجه جریان استحکام نمی تواند بین گراف های همبند 
تمایزی برقرار سازد. برای مثال، جریان استحکام برای هر 
دو شــبکه توری کامل و ســتاره یک است. بدین سیاق در 
]6[ مولفان ســه معیار رفتاری استحکام را برای محاسبه 
مجموع جریان اســتحکام های هر شبکه مفروض در برابر 

حملات مبتنی بر مرکزیت پیشنهاد داده اند:
SFRD: یعنی مجموع جریان اســتحکام در برابر حملات   

14- Robustness flow
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مبتنی بر درجه؛ 
SFRC: یعنی مجموع جریان اســتحکام در برابر حملات   

مبتنی بر نزدیکی؛
SFRB: یعنی مجموع جریان اســتحکام در برابر حملات   

مبتنی بر بینیت. 
در بخش نتایج عددی حاصل از شبیه ســازی نشــان 
خواهیم داد که این معیارها می توانند سازگاری مناسبی را 
در تفسیر، ارزیابی، تحلیل تاب آوری و استحکام شبکه های 

مختلف برقرار سازد.

۲-۲ تجزیه و تحلیل ناهمگنی

در این قسمت ما برخی تعاریف پایه و علائمی را که در 
سراسر این مقاله مورد استفاده قرار خواهند گرفت، معرفی 

می کنیم.
تعریــف 1 ]8[ : گراف G را منتظــم )همگن( گویند اگر 
و تنها اگر درجه تمامی گره هایش مســاوی باشد؛ در غیر 

این صورت G نامنتظم است. 
تعریف 2 ]8[ : هر نگاشتی که عدد حقیقی مانند irr(G) را 
به گراف G مرتبط سازد، در صورتی می تواند به عنوان یک 
معیار ناهمگنی تلقی گردد که هر دو شرط زیر را برآورده 

سازد.

)5(
0           if and only if  is regular

( )
0         otherwise

G
irr G

ìïïï= íï >ïïî

در سراســر این مقاله، نمــاد IM )معیــار ناهمگنی15( 
به عنــوان مجموعــه ای تعریــف می شــود که هــر معیار 
 ناهمگــن دیگر می توانــد عضوی متعلق بــه این مجموعه 

باشد.
 c>0 و ثابت XЄIM یادداشــت: اگر شــاخص ناهمگنی
وجود داشــته باشــد، در این صورت cXЄIM خواهد بود. 
علاوه بر این، ترکیب و ضرب دو شــاخص ناهمگنی X1 و 
X2 نیز اساساً یک شــاخص ناهمگنی دیگر خواهد بود؛ به 

بیان ریاضی ]9[

)6(

15- Irregularity Measure

2-2-1 معیارهای ناهمگنی

در طی سال های گذشــته، تمرکز بخشی از پژوهش ها 
با گراف ها و شــبکه های پیچیده مرتبــط بوده و بر مبنای 
معیارهایی قرار گرفته که می توانند ناهمگنی نهفته در آن را 
بهتر بیان کنند. معیارهای متنوعی برای ارزیابی و سنجش 
میزان ناهمگنی توســط پژوهشگران مختلف پیشنهاد شده 
است. با این حال خوب است اشاره کنیم که تاکنون بررسی 
جامعی درباره این معیارها و نیز سازگاری/عدم سازگاری 
و نیز مشابهت آن ها با یکدیگر صورت نگرفته است. بررسی 
این امر به خودی خود یک پژوهش مســتقل و ارزشمندی 
اســت که مطلوب اســت به صورت جامع و جداگانه به آن 
پرداختــه شــود. بنابراین در این بخش بــه اختصار، به 5 
شاخص ناهمگنی از مهم ترین آن ها اشاره خواهیم کرد. اما 
پیش از هر چیزی لازم اســت اشــاره کنیم که به طور کلی 
معیارهای ناهمگنی در ادبیات موضوع را می توان در ســه 

دسته کلی زیر طبقه بندی کرد.
   )VDB( 17کلاسِ شاخص های ناهمگنی16 مبتنی بر درجه
کلاسِ شاخص های ناهمگنی مربوط به طیف انرژی   
کلاسِ شــاخص های ناهمگنی مبتنی بر نظریه اطلاعات   

شبکه 
برخی از مهم ترین شاخص های ناهمگنی مبتنی بر درجه 
)VDB( عبارتند از شــاخص هارمونیک، شــاخص مجموع 
اتصال پذیری، شاخص اتصال پذیری پیوند اتمی، شاخص 
مجموع وارون، شــاخص هندســی- حســابی، شــاخص 
ابرزاگرب، شاخص انحراف متقارن درجه، شاخص رندیچ 

و شاخص رندیچ هارمونیک ]8[.
اســترادا ]10[ یک شاخص مبتنی بر درجه، که در واقع 
یک تحلیل محلی برای تبیین ناهمگن بودن نسبی مرتبط با 
یک یال منفرد در گراف ها اســت، پیشــنهاد کرده است که 
به عنوان اولین شاخص ناهمگنی به معرفی آن می پردازیم. 

این شاخص ناهمگنی به فرم رابطه)7( تعریف می شود.

)۷( 
16- Heterogeneity index
17- vertex degree based

{
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پیشنهاد اســترادا این بود که شاخص های نرمال شدۀ 
ناهمگنی شــبکه ها بایســتی در بازه ]0,1[ قرار بگیرند به 
قســمی که صفر متناظر با گراف های منتظم و یک متناظر 
با گراف ســتاره باشد. از ســویی در گراف ستاره، رأس 
مرکزی دارای درجه و تمامی دیگر رئوس دارای 
درجه یک هســتند، در نتیجه می توان بر اساس تحلیل فوق 
کران های بالا و پایینی را برای شــاخص ناهمگنی به دست 
آورد و شــاخص ناهمگنی نرمال شده رابطه)8( را تعریف 

کرد.

)۸(

اســترادا ]10[ شــاخص پیشــنهادی اش را با الهام از 
شــاخص رندیچ18 موســوم به R=R(G) ارائه داده اســت. 
شاخص رندیچ به صورت  
تعریف می شــود و تعریف شــاخص اســترادا به شــکل

 است ]10[.
در یک کار پژوهشــی دیگر، استرادا-استرادا ]11[ یک 
شاخص ناهمگنی موسوم به مجموع فواصل19 را پیشنهاد 
کرده اند که در این مقاله به عنوان دومین شاخص ناهمگنی 
به آن پرداخته می شود. این نویسندگان با استفاده از مدل 
اجماع20 ]12[ و انتخاب پارامتر α= -1/2، یک معیار ناهمگنی 
را پیشنهاد کردن و نشان داده اند که معیار آن ها تحت کنترل 
و تعادل بخشــی به تکامل فرآیند اجمــاع، می تواند کیفیتی 
مشابه با معیار ناهمگنی درجات رئوس داشته باشد. دلیل 
نام گذاری این معیار هم این بوده که توزیع مجموع فاصله 
در یک شــبکه، معادل با توزیع درجۀ گره ها در نظر گرفته 
می شود. خوب است به این نکته نیز اشاره کنیم که انتخاب 
تابع فاصله به صورت  در معیار ناهمگنی 
پیشــنهادی این نویسندگان ]11[ اساســاً به این دلیل بوده 
که چنین تابعــی امکان اندازه گیری اختلاف درجه را هم از 
منظــر کمیت و هم از منظر انــدازه فراهم می کند. همچنین، 

18- Randić
19- Distance-sum heterogeneity
20- Concensus

تابع f را می تــوان به صورت تابعی از فاصله و به شــکل 
 در نظر گرفــت که si بیانگــر وضعیت21 
یا مجموع فاصله یک گره از ســایر گره ها اســت. چنانچه 
پارامتر  α=1 باشــد به شاخص وینر )سیگما(22 و مرکزیت 
نزدیکی23 و به ازای پارامتر α=-1/2 به شــاخص بالابان24 

]13[ دست خواهیم یافت.
از ســویی دیگر، معیار ســومی تحت عنوان واریانس 
درجۀ نرمال شده به عنوان یک معیار جهت سنجش ناهمگنی 
توسط اسمیت و همکارش ]14[ پیشنهاد گردیده است. این 
مولفین ادعا کرده اند که معیار پیشــنهادی آن ها نسبت به 
مرتبه و چگالی گراف ها به شــکل نااریب25 عمل می کند. به 
نظر این نویسندگان، مشــکل معیار ناهمگنی استرادا ]10[ 
این است که برای گراف های نیمه کامل26 که حاوی گره های 
ایزوله است، منجربه خطای تقسیم بر صفر می شود. افزون 
براین، عیب دیگر معیار اســترادا نیز این است که به مرتبه 
و چگالی شــبکه ها وابستگی دارد و از این جهت ارُیب عمل 
می کند. به همین دلیل، انگیزش نویســندگان ]14[ این بوده 
اســت که هر معیار ناهمگنی )IM( بایســتی قابل اعمال به 
طیف وسیعی از شــبکه ها باشد و به اندازه و چگالی آن ها 
ارُیب نباشــد. این مولفین همچنین نشان داده اند که معیار 
ناهمگنی واریانس درجه نرمال شــده بــرای یک گراف و 

مکمل آن نتایج مشابهی را می دهد.
این سه شاخص ناهمگنی که به اختصار به مرور آن ها 
 )VDB( پرداختیم جز معیارهای ناهمگنــی مبتنی بر درجه
هستند و عمدتا از مشکل ناسازگاری یا تضاد با یکدیگر نیز 
رنج می برند. در ادامه به بیان چهارمین شــاخص ناهمگنی 
پرداخته می شــود که این معیار جزء معیارهای مربوط به 

طیف انرژی شبکه است.
صفایی و همکارانــش ]15[ یک معیار کارآمد نرمال را 
برای تبیین خــواص ناهمگنی نهفته در ســاختار گراف ها 

21- Status
22- Wiener (sigma) index
23- Closeness 
24- Balaban index
25- Unbiased 
26- Quasi complete 
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و مقایسه و رده بندی شــبکه های پیچیده ارائه کرده اند که 
به عــوض اتکاء به درجــه گراف )VDB(، بــر نظریۀ طیفی 
گراف-یعنی اختلاف بین انرژی و انرژی لاپلاسین مستخرج 
از شــبکه های تحت بررســی- اتکاء دارد. مولفین نشــان 
داده اند که معیار پیشنهادی آن ها برای گراف های منتظم و 
گراف های شبه ستاره، به ترتیب، از کران پایین صفر و کران 
بالای یک نیز برخوردار اســت و حتی هنگامی که گراف ها 
غیرهم ریخت هستند، مقادیر ناصفر را بازمی گرداند و قادر 
است تا با دقت و صحت خوبی و در عین حال با پیچیدگی 
محاسباتی ناچیز، اختلافات توپولوژیکی ساختاری را تبیین 
کند. معیار پیشــنهادی آن ها در دســته دوم از طبقه بندی 

معیارهای ناهمگنی قرار می گیرد.
در مقالــه دیگری صفایی و همکارانش ]16[ با ارائه یک 
روش جدید و کارآمد مبتنی بر انتروپی جهت کمی ســازی 
خواص ناهمگنی ساختاری گراف ها، اندازه گیری پیچیدگی 
ساختاری، رده بندی و مقایسه گراف ها و شبکه های پیچیده 
پرداخته انــد که در ایــن مقاله به عنوان پنجمین شــاخص 
ناهمگنی اشــاره می کنیم. همچنین مولفین در پژوهش های 
خود نشــان دادند کــه معیارهایی مانند انتروپی شــانون، 
انتروپی ون نویمــن )کوانتومی( و انتروپی های تعمیم یافتۀ 
گراف، چگونه می توانند برای ارزیابی و ســنجش ناهمگنی 
در گراف ها و شبکه های پیچیده مورد استفاده واقع شوند. 
برای انجام چنیــن کاری، برخی نتایجــی را که از تئوری 
طیفی گراف حاصل شده و با ساختِ ماتریس های مستخرج 
از گراف مرتبط اســت را مورد اســتفاده قرار داده اند. در 
نهایت نشان دادند که از این شاخص های ناهمگنی مبتنی بر 
انتروپی های گراف چگونه می توان بهره جست و سودمندی 
و کارآمدی هر یــک از این معیارهای پیچیدگی را بر روی 

هر دو شبکه مصنوعی و واقعی نمایش داده اند.

3- معرفی شبکه های شبه سرپینسکی

در ایــن بخــش بــه معرفی شــبکه های پیچیده شــبه 
سرپینسکی می پردازیم.

۳-۱ گراف هانوی۲7

در این بخش، نگاه مختصری بــه گراف های هانوی و 
ویژگی های مهم آن ها خواهیم داشــت و با جزئیات روش 
ســاخت آن ها آشــنا خواهیم شــد. برجی از پازل هانوی 
مشــتمل بــر n دیســک و m+3 میله اســت، 
گراف هانــوی متناظر  بیانگر تمامی حــالات عادی28 
جابجایی های مجاز از پازل هانوی متناظر توســط رئوس 
و لبه  ها اســت. یک حالت در پازل عادی نام دارد هرگاه در 
آن دیسک ها بین میله ها طوری توزیع شوند که قرارگرفتن 
دیســک ها بر روی یک میله به ترتیب نزولی اندازۀ آن ها از 
پایین به بالا باشد. همچنین یک حالت کامل29 نام دارد هرگاه 
عادی باشد و در آن تمامی دیسک ها بر روی یک میله قرار 

داشته باشند ]17[.
 0 ,1 ,... ,2+m میله هــا از چــپ به راســت به صــورت
برچسب گذاری می شوند و دیســک i=1, 2, ..., n، ،i بیانگر 
اندازۀ دیسک یا شــعاع آن است. اگر xi بیانگر میله دیسک 
i باشــد، در این صورت برای هر وضعیــت عادی در برج 
هانوی با n دیســک و m+3 میله می توان به شــکل یکتایی 
 ،i را تعریــف کــرد کــه بــه  ازای هر )x1,x2,...,xn( تایــی n
 V(G) تایی ها مجموعه رئوس-n این .
گراف هانوی را شــکل می دهند. بدین ترتیب تعریف نرمال 

گراف هانوی به صورت رابطه)9( است ]18[.

)9(

بدین ترتیب، وقتی n>0 باشد، گراف هانوی دارای 
n(m+3) رأس است. مورد n=0 )گراف فاقد دیسک(، گراف 

تهی نام دارد. 
یــک لبه در گــراف هانوی بیانگــر جابجایی مجاز یک 
دیســک اســت طوری که دو رأس مجاور یکدیگر خواهند 
بود هــرگاه حالت های عادی متناظر بتوانند از دیگری و از 
طریق یک جابجایی مجاز دقیقاً یک دیســک حاصل شوند. 
بایســتی توجه داشت که رئوس مجاور تنها در یک بیت از 
27- Hanoi graph
28- Regular state
29- Perfect state
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n-تایی هایشان با یکدیگر تفاوت دارند.
نشان داده شــده که هر گراف هانوی هامیلتونی است 
و همچنین ثابت شــده اســت که تنها گراف های هانوی که 
مســطح اند عبارتنــد از )n دیســک و m+3 میله(،  
)1 دیســک و 3 میله( و  )2 دیســک و 4 میله( ]19[. در 

شکل)1( گراف هانوی  ترسیم شده است.

۳-۲ گراف های سرپینسکی۳0

گراف های سرپینســکی در چند دهه گذشته تحت تاثیر 
نام ها و در اشکال مختلف در زمینه های متفاوت ریاضیات 
و کاربردهای آن پدیدار شده  است. به طور شفاف طبقه بندی 
مربوط به این گراف ها و مهم ترین خواص این گونه گراف ها 
را نیز به طور خلاصه مورد بررسی قرار می دهیم. گراف ها 
که ســاختار آن ها به صورت تقریبی همانند مثلث معروف 
سرپینســکی اســت، در چند دهه گذشــته به شدت مورد 
بررسی قرار گرفته  است. علاقه به این گراف ها از بسیاری 
منابع مختلف مانند بازی های چینی یا برج هانوی، همبندی، 
مطالعــه اتصالات شــبکه ها و مــوارد دیگری نیز نشــئت 
می گیرد. بنابراین تعجب آور نیست که نام های مختلفی برای 
یــک گراف و یا همین نام را برای گراف های مختلف به کار 

گرفته شود.
در مرجع ]20[ شباهت بین گراف های هانوی و دنباله ای 
از گراف هایــی که به صورت تقریبی به مثلث سرپینســکی 
معروف اند، مطرح شده اســت. در آنجا گراف هانوی را با 

30- Sierpinsky graphs

 نشــان داده است که از بازی معروف برج های هانوی 
میخ و n دیسک گرفته شده است. در بخش  )TH( با 
قبل با مفهوم گراف هانوی آشــنا شدیم اما تعداد میخ ها را 
ثابت در نظر گرفته بودیم. اگــر تعداد میخ ها را به صورت 
دنبالــۀ  در نظر بگیریــم آنگاه رابطه 

تعداد رئوس گراف هانوی به فرم)10( تعریف خواهد شد.

)10(

با افزایش تعداد میخ ها همبندی گراف نیز تغییر خواهد 
کرد و به گراف های جدیدی دســت می یابیــم که به آن ها 

تعمیم مسئله برج های هانوی می گویند.
در مرجع ]21[، کلوزار و ملیتینویچ نوعی از این گراف ها 
را معرفی کردند و اسم آن را برج هانوی سوییچینگ یا در 
حال تغییر )STH( برای p میخ و n دیســک گذاشــتند. این 
گراف ها را با  نشــان می دهند که در این پژوهش همان 
گراف سرپینسکی نامیده می شــود. در گراف سرپینسکی 
زمانی یالی بر قرار می شــود که یک حرکت در STH انجام 

شود. یعنی دیسکی از میخ i به میخ j منتقل شود.
تعریف 3: برای و گراف سرپینســکی

 به شکل رابطه)11( تعریف می شود.

)11(

با توجه به تعریف تعداد رئــوس و یال های این گراف 
می توان حالت  های مختلف را بررسی کرد.

در مــوارد بدیهی، n=0 و p=1 حالیســت که گراف هیچ   
 kp که ، رأســی و یالی نــدارد. 

نشان دهنده گراف کامل شده از مرتبه p است.
   p=2 اولین حالت جالب برای این گراف ها زمانیســت که

، گــراف از  باشــد، که در آن 
مرتبه 2n است.

اولین نتیجه غیر بدیهی در مورد گراف های سرپینسکی   
 اســت که برای هر تعداد n تعریف می شود. به 
عبارت دیگر، هــر دو گراف، تقریبا تعــداد رئوس برابری 

شکل 1: گراف هانوی
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دارنــد که می تواند آن ها را با همان ظاهری یکســان اما با 
برچســب گذاری متفاوت نشــان داد. این تفاوت اجازه یک 

رویکرد جایگزینی برای برج هانوی را می دهد.
نکتــه قابــل توجه و مهمــی وجود دارد کــه برخی از 
پژوهشــگران به گراف سرپینســکی  نــام دیگری را 
 )gasket( می دهند. آن ها به این گراف، گراف سرپینســکی
گویند. الگوریتم رشــد این شبکه را در شکل)2( نشان داده 

شده است ]22[.
3-2-1 گراف های تعمیم یافته سرپینسکی

در این بخش مشــخصاتی از گراف های سرپینســکی 
را ارائه می دهیم که این گراف ها مشــتق شــده یا منجربه 
ایجــاد مثلث سرپینســکی به عنوان یکــی از محبوب ترین 
این گراف ها اســت. طبقه بندی اصلــی )طبقه بندی( مربوط 
 به گراف های سرپینســکی در شــکل)3( نشــان داده شده 

است]22[.
این گراف ها با نماد نشان داده می شوند که در حال 
 حاضر با  )P  جایگزین  k  شده  است( نمایش داده 

می شــود و آن هــا را گراف های تعمیم یافته سرپینســکی 
می نامیم.

همان طور که در شکل)3( نشــان  داده شده  است، چند 
راه برای سازمان دهی گراف های سرپینسکی به گراف های 
( وجــود دارد. دیگــر  ( 
خانواده های مشابه این گراف ها، شبکه های بازگشتی WK و 
گراف های Schreier )برای p=3( هستند که به ترتیب دارای 
یال های باز و یا حلقه های )طوقه های( اضافی هستند. همه 
این خانواده ها در دســته گراف های شبه سرپینسکی قرار 
خواهند گرفت. این خانواده ها مشابه گراف های سرپینسکی 
هســتند، اما متناظر با آن ها نیســتند و همچنین می توانند 
تنظیمات و ویژگی های مربوط به گراف های سرپینسکی را 
نیز باهم مورد مقایسه قرار داد ]22[. بنابراین، در این مقاله 
به بررسی گراف های مثلث سرپینسکی )تعمیم یافته شده( 

و گراف های می پردازیم.
3-2-1-1 گراف های مثلث سرپینسکی )تعمیم یافته شده( 31

گــراف سرپینســکی را در ابتدای ایــن بخش معرفی 
کردیم و با ســاختار و ویژگی های آن آشــنا شدیم. برای 
 n پارامترهای ، تعمیــم گراف های مثلــث سرپینســکی
و p دستخوش تغییر می شــوند. با تغییر پارامتر n مرتبه 
گراف تعیین می شود و تغییرات در پارامتر p منجربه تغییر 
شکل گراف می شود. به عنوان مثال اگر پارامتر p=3 باشد 
آنــگاه در گراف مثلث ها به چشــم می آید اگر p=4 باشــد 
آنــگاه در گراف مربع ها دیده می شــود در نتیجه با تغییر 
پارامتر p، تعداد اضلاع شــکل ها تعیین می گردد. الگوریتم 

31- Sierpinski Triangle Graph (ST(n,p))

gasket شکل 2: مراحل الگوریتم رشد گراف سرپینسکی

شکل3: طبقه بندی خانواده گراف های سرپینسکی
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رشد گراف های مثلث سرپینسکی و تعمیم های آن ها به طور 
کامل پیاده سازی شــده است و برای درک بهتر این گراف 
در شــکل)4( به عنوان نمونه گراف  به نمایش گذاشته 

می شود ]22[.
)+ S & ++S( 3-2-1-2 گراف سرپینسکی

، تمام رئوس غیر انتهایی از گراف های  برای 
سرپینســکی دارای درجــه P می باشــند و رئــوس 
انتهایی نیز از درجه P-1 هســتند ]22[. بنابراین گراف های 
سرپینســکی گراف هــای تقریبا منظمی )همگنی( هســتند. 
این نظــم نیز انگیزه ای برای تعریــف دو خانواده جدید از 
 P گراف های شــبه سرپینسکی ایجاد می کند. از آنجایی که
رأس از درجــه P-1 در گراف  وجود دارد بنابراین دو 

راه طبیعی برای نطم دادن به این گراف ها وجود دارد: 
یا یک رأس دیگر به نام w را به گراف  اضافه کنیم 
و آن را به کل رئوس انتهایی آن نیز متصل کنیم که گراف 

سرپینسکی )S+( نامیده می شود یا یک کپی دیگر از 
 را ایجاد می کنیم و سپس تمامی رئوس انتهایی

 را به رئــوس انتهایی  به ترتیب متصل می کنیم 
که به آن گراف سرپینســکی )S++( گویند. برای درک بهتر 
این دو ساختار، شــکل)5( برای مثال p = 6 و n = 2 نشان 
داده شده اســت. با اضافه کردن رأس w )گره شماره 36 
در شــکل)5( سمت چپ( این امکان برایمان فراهم می شود 
که به خانواده بیشتری از گراف های با رئوس خاص  
، )شکل)5( سمت  دسترسی پیدا کنیم. اما در گراف

راست( همان طور که ملاحظه می شود به جای اضافه شدن 
یک گره جدید به گراف، یــک 6 ضلعی حاصل مرتبه قبلی 

گراف به شبکه اضافه شده است. 
همچنین در رابطه)12( تعــداد رئوس و یال های گراف 

)S+( تعریف می شود ]22[:

)12(

 )++ S( تعداد رئوس و یال هــای گراف )در رابطــه)13
تعریف می شود ]22[:

)13(

۳-۳ گراف آپولونین۳۲

این شبکه به صورت همزمان دارای ویژگی های مستقل 
از مقیاس، دنیای کوچک، اقلیدوســی و فضای پر اســت. 
مطالعه شبکه ها برای درک جریان اطلاعات و انتقال اطلاعات 
در سیستم های با درجه بالا که مقیاس آزاد هستند، در طول 

32- Apollonian Networks

شکل 4: گراف سرپینسکی 

شکل 5: گراف سرپینسکی )شکل بالا( و  )شکل پایین(
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سال های گذشــته مفید بوده  است. بســیاری از انواع این 
شبکه، برای تمایز و روشن کردن اثرات مختلف مربوط به 
خوشه بندی ها، گسترش بیماری های همه گیر، برنامه ریزی 
منطقی برای پیش بینی زلزله و فعالیت عصبی پیشنهاد شده. 
اســت. در میان بسیاری از مدل ها، توجه زیادی به مطالعه 
شــبکه های بدون مقیاس شده اســت، یعنی شبکه هایی که 
توزیع درجه آن ها قانون توانی33  را نشان 
می دهند. در این شــبکه ها، k نشــان دهنده تعداد اتصالات 
یک گره )درجه گره( می باشــد. یک مثال از این شــبکه که 
در دنیای واقعی مورد اســتفاده قرار می گیرد شــبکه برق 
می باشد که جریان برق فعال در این شبکه منتقل می شود. 
همچنین از این شــبکه در مکان هایی که تراکم بالایی دارند 
استفاده می شود. به عنوان مثال در مصالح بتنی ساختمان ها 
مورد استفاده قرار می گیرد. این گروه جدید از شبکه ها که 
به نام شبکه های آپولونین )ANs( نامیده می شوند، می توانند 
به صورت قطعی یا تصادفی باشند. علاوه بر این، اثر دنیای 
کوچــک را به نمایــش بگذارند و می توانند در یک شــبکه 

اقلیدسی استفاده شوند]23[.
این شــبکه برای اولین بار توســط پژوهشگری به نام 
آپولونیوس )ریاضیدان یونان باســتان( معرفی شد. او در 
ابتــدا 3 دایره را باهم مماس کرد و مراکز دایره ها را به هم 
متصل کرد که به گراف مثلث شکلی رسید. سپس از مماس 
این 3 دایره یک فضای خالی بینشــان بــه وجود آمد. یک 
دایره درون فضای خالی به وجود آمده کشــید و مرکز آن 
دایــره را نیز به مراکز 3 دایره دیگر متصل کرد. این گراف 
به دســت آمده را، مرحله نخست شبکه آپولونین می نامند. 
در مراحل بعدی درون 3 فضای خالی ایجاد می شــود که 
با کشیدن دایره درون آن ها و متصل کردن مراکز دایره ها 
به هم، به گراف های جدید دســت خواهیــم یافت. با تکرار 
این الگوریتم، گراف آپولونین رشــد یافته و تعداد گره ها و 
ارتباطات آنها افزایش می یابد. اگر n را مرتبه این گراف در 
نظر بگیریــم، n را می توان به صورت نامحدود افزایش داد 
(. برای درک بهتر توضیحات داده شــده  (
33- Power law

شکل)6( هم بندی شبکه آپولونین را نشان می دهد.
همان طــور کــه قبلا بیان شــد ایــن گــراف می تواند 
به صورت تصادفی نیز باشد. یعنی مثل گراف ناسازگاری، 
به جای ایجاد 3 دایره در فضاهای خالی، یک دایره در یک 
فضای خالی به صورت تصادفی ایجاد می شــود. از گراف 
تصادفی آپولونین در شــبکه مغز اســتفاده می شود. این 
شــبکه بافت های محیط متخلخل )محیط های دارای خلل و 
فرج دار( مغز را می تواند به نمایش بگذارد. پس از آشــنایی 
با ساختار این شــبکه به بیان رابطه)14( تعداد رئوس این 

شبکه می پردازیم]24[.

)14(

برای درک بهتر هم بندی این شــبکه، شکل)7( الگوریتم 
رشد شبکه آپولونین را نشان می دهد.

4. نتایج شبیه سازی

در این مقاله فرض بر این اســت که حملات و خرابی ها 
متوالیاً اتفاق می افتند و بدین ترتیب تمامی شبیه ســازی ها 
با توجه بــه این فرض انجام پذیرفته اســت. معیار انرژی 
گراف که برابر با مجمــوع قدرمطلق مقادیر ویژه ماتریس 
مجاورتِ گراف است، معیاری است که در این مقاله به کمک 
آن نشــان می دهیم که استحکام شبکه، صرف نظر از نوع 
راهبرد حمله، به خوبی قابل ســنجش و اندازه گیری است. 
بدین سیاق، تلاش داریم نشــان  دهیم که انرژی هر گراف 

معیار مناسبی برای تخمین استحکام آن گراف است ]9[.
نمودارهای شــکل )8(، مقادیر انرژی گراف های هانوی 

شکل 6: مماس کردن دایره ها به یکدیگر )چپ(، شبکه حاصل از مماس 
کردن این دایره ها )راست( ]23[
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با دو پیکربندی مختلف نمایش داده شده است. در شکل )8( 
سمت راست، تعداد میله ها برابر با مقدار ثابت 3 فرض شده 
و تعداد دیســک ها از 3 تا 7 تغییر کرده اســت و پیکربندی 
دوم شکل )8( سمت چپ، این فرایند معکوس شده و تعداد 
میله ها ثابت و برابر 3 و تعداد دیسک ها به صورت متغیر و 

از 3 تا 7 در نظر گرفته شده است.
از مقایسه این دو نمودار مشخص می شود که با افزایش 
تعداد دیسک ها )میله ها( و با ثابت نگاه داشتن تعداد میله ها 
)دیسک ها(، انرژی گراف ها در هر دو حالت افزایش می یابد. 
نکته جالب توجه این اســت که تاثیر ایــن افزایش هنگامی 
که تعداد میله ها را ثابت و تعداد دیســک ها را متغیر فرض 
می کنیم بیشــتر از حالتی خواهد شد که تعداد دیسک ها را 
ثابــت و تعداد میله ها را تغییــر می دهیم. این پدیده به دلیل 
آن اســت که در هنگام ثابت بودن تعداد میله ها، گراف های 
هانوی ایجاد شده همگی مسطح هستند. لیکن در پیکربندی 
دوم یعنی متغیر بودن تعداد میله ها و ثابت نگاه داشتن تعداد 

دیســک ها، با گراف هایی غیرمسطح همراه با افزایش تعداد 
بیشــتر گره ها و یال ها مواجه خواهیم بود که این مورد به 
افزایش انرژی گراف و در نتیجه استحکام آن کمک شایانی 
خواهد کرد. بــرای گراف های سرپینســکی نیز نتایج 
مشابهی حاصل شده است. بنابراین با افزایش پارامترهای 
n و p انرژی کل شبکه های سرپینسکی نیز افزایش می یابد.

به منظــور ارائه یــک ارزیابی ســازگار از اســتحکام 
گراف های هانوی، شــبکه های تحت آزمون را مجدداً مورد 
حملات هدفمنــد مبتنی بر مرکزیت درجه، نزدیکی و بینیت 
قرار داده و ســپس مجموع جریان های اســتحکام را برای 
هر شبکه اندازه گیری کرده ایم. هرقدر میزان مجموع جریان 
استحکام در برابر حمله مربوطه از نرخ افزایشی بیشتری 
برخوردار باشــد، گراف تحت آزمون از میزان اســتحکام 
بالاتــری برخوردار خواهد بود. این امر ریشــه در تعریف 

SRF دارد.

 در نمودارهای شــکل )9( مقادیر معیار مجموع جریان 

شکل ۷: مراحل الگوریتم رشد گراف آپولونین

شکل ۸: مقادیر انرژی گراف های هانوی در دو پیکربندی مختلف
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اســتحکام برای ســناریوی اول یعنی ثابت بــودن تعداد 
میله ها و تغییر تعداد دیسک ها بررسی شده است. با توجه 
به این نمودارها می تــوان نتیجه گرفت که با افزایش تعداد 
دیســک ها گراف به استحکام بیشتری دســت پیدا می کند 
چرا که مقادیــر SFRB ،SFRC و SFRD افزایش یافته که این 
امر معنای بیشــتر شدن مجموع اســتحکام های جریان در 
این نوع گراف ها در طــی حملات هدفمند بینیت، نزدیکی و 
درجه و در نتیجه برخورداری از اســتحکامِ بیشتر گراف 

است. در شکل)10( این موضوع برای پیکربندی دوم یعنی 
ثابت نگاه داشــتن تعداد دیسک ها و تغییر تعداد میله ها نیز 
صادق است. نکته قابل توجه این است که تغییرات مجموع 
جریان استحکام در پیکربندی دوم بیشتر است چرا که در 
این پیکربندی شــکل)10( فرم گراف ها کلًا عوض شــده و 
ازحالت مثلثی شکل خارج می شــوند. همچنین می توان از 
نمودارهای شــکل های)9 و10( نتیجــه گرفت که در هر دو 
پیکربندی، اســتحکام انواع مختلــف گراف های هانوی در 
برابر حملات سیستماتیک مبتنی بر مرکزیت درجه گره ها 

شکل9: به ترتیب از بالا به پایین مجموع جریان استحکام برحسب تعداد 
حملات سیستماتیک مبتنی بر مرکزیت درجه )SFRD(، بینیت )SFRB( و 
نزدیکی )SFRC( در انواع مختلف گراف های هانوی و با فرض ثابت بودن 

تعداد میله ها برابر با 3 و متغیر بودن تعداد دیسک ها از 3 تا ۷

شکل 1۰: به ترتیب از بالا به پایین مجموع جریان استحکام برحسب 
تعداد حملات سیستماتیک مبتنی بر مرکزیت درجه )SFRD(، بینیت 

)SFRB( و نزدیکی )SFRC( در انواع مختلف گراف های هانوی و با فرض 
ثابت بودن تعداد دیسک ها برابر با 3 و متغیر بودن تعداد میله ها از 3 تا ۷
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از حملات هدفمند مبتنی بر سایر مرکزیت ها یعنی بینیت و 
نزدیکی بیشــتر است چرا که دارای مقادیر SFRها بیشتری 

در مقایسه با آن ها هستند.
بــرای یک جمع بندی جامع و کامل از میزان اســتحکام 
مدل های مختلف شبکه های هانوی، مقادیر عددی معیارهای 
مختلف استحکام )شــرح این معیارها در بخش 2-1 ارائه 
شده اســت( را همراه با مقادیر مجموع استحکام جریان ها 
)یعنــی SFRB ،SFRC و SFRD( بــرای هر یــک از مدل های 
گراف های هانوی بــرای دو پیکربندی ثابــت بودن تعداد 
میله هــا و نیــز ثابت بودن تعداد دیســک ها در جداول 1 و 
2 فهرســت شده است. با کمک این مقادیر و نیز مقادیر هر 
یک از سه معیار جریان استحکام می توان با صحت و دقت 
بیشتری میزان اســتحکام و تاب آوری گراف های مختلف 
هانوی را در هر یک از این دو پیکربندی پیش بینی و ارزیابی 
کرد. بنابراین با توجه به اطلاعات جداول، چنانچه بخواهیم 
گراف های هانوی را براساس معیارهای مختلف استحکام 
رتبه بندی کنیم ممکن است به خروجی های متفاوت و بعضاً 
ناسازگاری دست پیدا کنیم. به همین دلیل ما در کنار سایر 
معیارهای استحکام، از معیارهای سازگار مبتنی بر جریان 
برای پرهیز از ســردرگمی و همچنیــن ارائه یک رتبه بندی 
منسجم و با صحت، دقت و سازگاری بالا استفاده کرده ایم. 
با این حال در برخی موارد ممکن اســت که برای مقایســه 
شــبکه ها و رتبه بندی آن هــا به کمــک معیارهای مختلف 
اســتحکام به یک اجماع کلی دست پیدا نکنیم. در این گونه 
موارد، یک روش مناسب برای رتبه بندی شبکه ها می تواند 
استفاده ترکیبی از معیارها جهت ارائه یک رتبه بندی باشد 
که با اســتفاده از ضرایب وزنی و نیــز با توجه به اهمیت 
معیارهــا در کاربردهای مختلف می تــوان آن را به انجام 
رســاند و بدین ترتیب می توان به یک رتبه بندی سازگار و 
به دور از تضاد دست یافت. تمامی نتایج استحکام حاصل 
شده از گراف هانوی، برای گراف های سرپینسکی نیز قابل 
ارزیابی است اما به علت حجم زیاد مطالب و نتایج مشابه، 

از بررسی آن ها صرف نظر می کنیم.

برای سنجش استحکام شبکه، روش  های مختلفی وجود 
دارد و ما در این مقاله مطابق با تئوری پرکولاســیون]5[، 
میزان اســتحکام شبکه )R(، را با متوسط سایز بزرگ ترین 
خوشــۀ همبند، S(q)، در طی فرآیند حذف گره ها از شبکه 
مرتبط می کنیم. S(q)، خود تابعی از درصد حملات به شبکه 
اســت و بدین ترتیب معیار استحکام R از متوسط گیری بر 
روی درصــد گره های واقع در بزرگ ترین خوشــۀ همبند 

S(q)، پس از حذف Q گره از شبکه محاسبه می شود.

)15(

که n تعداد گره های شبکه است. توجه داشته باشید که 
معیار استحکام فوق در واقع به نوعی با انتگرال سطح زیر 
منحنی S(Q) در رابطه است. رابطه)15( را می توان به شکل 

تقریبی رابطه)16( نیز نوشت.

)16(
0.5

بدین ترتیب ملاحظه می شود که معیار استحکام R مبتنی 

جدول1: مقادیر عددی معیارهای مختلف استحکام در انواع گراف های 
هانوی با فرض ثابت بودن تعداد میله ها برابر 3 و متغیر بودن تعداد 

دیسک ها از 3 تا۷ به ترتیب از راست به چپ
مشخصات

2۷۸1243۷2921۸۷تعداد گره
3912۰3631۰9232۷9تعداد یال

۰.1۰2۰.۰36۰.۰12۰.۰۰4۰.۰۰1واریانس درجه
۰.۰۰۰5۰.۰۰۰12.934۷.1۰31.۷45واریانس نزدیکی

۰.۰۰51۰.۰۰35۰.۰۰2۸۰.۰۰22۰.۰۰1۷واریانس بینیت گره
۰.۰۰35۰.۰۰2۸۰.۰۰22۰.۰۰1۷۰.۰۰13واریانس بینیت یال
۰.4۰۰.36۰.34۰.33۰.334ضریب خوشه بندی

۰-۰.۰۰2-۰.۰۰۸-۰.۰2-۰.۸3همتیپی درجه
612244۸96شعاع گراف
۷15316312۷قطر گراف

۰.14۰.۰3۰.۰۰6۰.۰۰1۰اتصال پذیری جبری
39.۸112۰.31361.۸31۰۸6.33259.9انرژی

4۰.۰612۰.56362.۰۷1۰۸6.6326۰.2انرژی لاپلاسین

SFRB2.252.3۸2.442.4۷2.49

SFRC3.414.4۸6.26۷.36۸.45

SFRD3.929.6325.5۸۷4.1121۸.53
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بــر S(Q) در بازه ]0/5[ قــرار دارد طوری که R=0 متناظر 
با شبکه ای مشــتمل بر گره های ایزوله و R=0.5 متناظر با 
مستحکم ترین پیکربندی از شــبکه )یک شبکه کاملا همبند 
در طی حمله( است. معیار استحکام R همانند پرکولاسیون 
می تواند درصد بحرانیت )نقطه شکست( شبکه را به ما ارائه 
دهد. بدین ســیاق نمودارهای حاصل از برآورد استحکام 
نشان می دهند که پس از حذف چه تعداد گره، شبکه دچار 
ســقوط خواهد شد که این خود معیاری متداول در تئوری 
پرکولاسیون است. در جدول)3( سطر اول، مقادیر استحکام 
R را برای شــبکه های معرفی شده در بخش)3( نشان داده 
شده است. همان طور که ملاحظه می شود کران بالای مقدار 
R در حالت ایده آل 0/5 است که البته هیچ یک از این مقادیر 
نتوانسته اند به کران بالا دست یابند و تنها در یک مورد یعنی 
شبکه سرپینســکی تعمیم یافته توانسته به میزان متوسط 
استحکام تقریبی 0/3 نزدیک شود. این شبکه ها معمولا در 
یک خانواده قرار می گیرند زیرا ویژگی های مشترک زیادی 
نسبت به هم دارند. سطرهای دو تا شش جدول)3( مقادیر 5 
شاخص مهم ناهمگنی )توصیف شده در بخش2( شبکه های 

شبه سرپینسکی نشــان داده شده است. با مقایسه مقادیر 
ناهمگنی در می یابیم که ناهمگنی شبکه سرپینسکی تعمیم 
یافته نسبت به بقیه شبکه ها کمینه و نزدیک به صفر است. 
نکته قابل توجه این است که تعداد گره ها در تمامی شبکه ها 

به صورت یکسان، تقریبا 100 در نظر گرفته شده است.
همچنین نمودار S(Q) بر حســب درصد گره های حذف 
شده از شبکه برای گراف های مذکور در شکل)11( نمایش 
داده شــده اســت. S(Q) ســایز بزرگ تریــن مؤلفه همبند 
باقی مانده از شــبکه اســت که با حملات هدف مند بر روی 
شبکه، در هر مرحله این پارامتر دست خوش تغییر می شود. 
همان طور که در شــکل)11( نشــان داده شده است با 
حمله به گره های با بیشترین درجه، گراف آپولونین نسبت 
به بقیه گراف ها زودتر ناهمبند شــده و شبکه از دسترس 
خارج می شود و در مقابل گراف سرپینسکی تعمیم یافته از 
همه دیرتر )یعنی با حذف درصد بیشــتر گره ها( غیرهمبند 
می شود. در نتیجه شبکه سرپینسکی تعمیم یافته نسبت به 

مابقی شبکه ها منظم تر )همگن تر( است.
در ادامــه، این موضوع را بررســی می کنیم که آیا این 
پنج شاخص ناهمگنی شبکه می توانند برای تمایز پیچیدگی 
ســاختاری بیــن گراف های حاصل از شــبکه های شــبه 
سرپینسکی ذکر شــده مورد اســتفاده قرار بگیرند. بدین 

جدول2: مقادیر عددی معیارهای مختلف استحکام در انواع گراف های 
هانوی با فرض ثابت بودن تعداد دیسک ها برابر 3 و متغیر بودن تعداد 

میله ها از 3 تا۷ به ترتیب از راست به چپ
مشخصات
2۷64125216تعداد گره
3916۸49۰114۰تعداد یال

۰.1۰2۰.5۷11.5۸۷3.۰3۸واریانس درجه
۰.۰۰۰5۰.۰۰۰4۰.۰۰۰4۰.۰۰۰3واریانس نزدیکی

۰.۰۰51۰.۰۰۰5۰۰واریانس بینیت گره
۰.۰۰35۰.۰۰۰1۰۰واریانس بینیت یال
۰.4۰۰.3۸۷۰.3۷9۰.3۷2ضریب خوشه بندی

۰.195۰.296۰.34۸-۰.۸3همتیپی درجه
6444شعاع گراف
۷555قطر گراف

۰.14۰.5۸۸1.1391.۷49اتصال پذیری جبری
39.۸11263۰259۸انرژی

4۰.۰613۰326655انرژی لاپلاسین
SFRB2.251۰.912۷.653.2۷
SFRC3.4111.2۸31.515۸.۷9
SFRD3.9216.9۸3۸.۰36۸.66

جدول 3: مقادیر استحکام و ناهمگنی برای شبکه های شبه سرپینسکی

هانویمشخصات
سرپینسکی 

Gasket

سرپینسکی تعمیم یافته
آپولونین

S(n, p)+S(n, p)++S(n, p)

استحکام 
)R(

۰.1993۰.2152۸2۰.1۷54۸۸۰.19۰9۸۰.21۸2۸4۰.۰4۸9۰۷

شاخص 
۰.۰۰2۰۰.۰1۷6۰.۰۰1۰۰.۰۰۰۰۰4۰.۰۰۰۰۰۰5۰.6314انرژی

شاخص 
H-index

۰.۰۰16۰.۰۰25۰.۰۰۰5۰.۰۰۰۰۰35۰.۰۰۰۰۰۰4۰.2۷29

شاخص 
واریانس 

نرمال
۰.۰۰۰3۰.۰۰۰4۰.۰۰۰1۰.۰۰۰۰۰3۰.۰۰۰۰۰۰3۰.13۸2

شاخص 
مجموع 
فواصل

۰.۰۰۰۰2۰.۰۰۰۰3۰.۰۰۰۰4۰.۰۰۰۰۰2۰.۰۰۰۰۰۰1۰.۰122

شاخص 
آنتروپی 
کوانتومی

۰.۰۰1۸
۰.۰1۰۷۰.۰۰۰۸۰.۰۰۰۰۰3۷۰.۰۰۰۰۰۰4۰.4491
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منظــور، در شــکل)12( مقادیر عددی پنــج معیار مختلف 
ناهمگنی برحســب تابعی از اندازه گراف ترســیم شــده 
است. مقدار متوسط به شکل نمودار خطی برای پنج معیار 

ناهمگنی بر روی نمونه ها محاسبه شده است.
این نمودارها نشان می دهند که کدام یک از شاخص های 
ناهمگنــی می تواننــد به نحــو کارآمدی، گراف های شــبه 
سرپینســکی را متمایــز کنند. همان طور که از شــکل)12( 
پیداســت، با افزایش اندازۀ شبکه های شبه سرپینسکی، از 
میزان ناهمگنی آن ها کاســته خواهد شــد. بایستی اذعان 
داشت که برای شبکه هایی با اندازۀ بزرگ تر میزان ناهمگنی 
به مقدار نســبتاً ثابتی میل خواهد کرد. نتیجه مهمی که از 
این نمودارها عایدمان می شــود این است که در شبکه های 
بازگشتی نیز ممکن است پس از مدتی شاهد ناهمگنی قابل 
ملاحظه ای نباشــیم و در نتیجه شاخص های ناهمگنی تنها 
می تواننــد درصــد ناچیزی از ناهمگنی گراف های شــبه-

ســتاره را گزارش کننــد. نکته دیگر هم این اســت که در 
یک اندازۀ مشــخصی از گراف های شبه سپینسکی، میزان 
ناهمگنی تفاوت چندانی با یکدیگر ندارند. بایســتی اشــاره 
داشت که با توجه به پارامترهای تنظیم شده در شبکه های 
بازگشتی، شاخص های ناهمگنیِ ناشی از تنظیم پارامترها 
بــه مراتب از آنچــه که به دلیل اختــلاف در پیچیدگی های 
ســاختاری مدل ها روی می دهد کمتر است و همان طور که 
از نمودارها پیداســت، شاخص ناهمگنی انرژی موفق تر از 
ســایر معیارها عمل کرده و به نحو بهتری توانسته است 
تا گراف های مختلف را از یکدیگر تمایز بخشــد. همان طور 

که از در نمودارها قابل ملاحظه اســت میزان شاخص های 
ناهمگنی بــرای شــبکه های مختلف اندک اســت بنابراین 
گراف های سرپینســکی گراف های تقریبا منظمی )همگنی( 
هســتند. علت این نظم را نیز می توان در همبندی منسجم و 

همچنین درجات تقریبا یکسان رئوس در نظر گرفت.
بدین ســیاق، ملاحظه می شــود که یکی از کاربردهای 
مهم هر شاخص ناهمگنی مناسب می تواند این باشد که آیا 
اساســاً قادر به یک کلاس بندی مناسب از شبکه ها هست. 
این موضوع به ویژه هنگامی که تعدادی زیادی تابع احتمال 
توزیع درجه برای بــرازش وجود دارد، اهمیت پیدا می کند 
زیرا تمایز و کلاس بندی گراف ها از طریق توزیع درجه به 

آسانی مُیسر نخواهد بود.

5. نتیجه گیری

شــبکه های ارتباطی در حال خدمت رسانی به همه نوع 
فعالیت های انســانی هســتند. خواه این کُنش ها در راستای 
انجام امور تخصصی باشــد یا به منظــور رفاه حال آدمی 
انجام شده باشد. شــبکه  های پیچیده و اجتماعی که بخش 
مهمی از دنیــای پیرامون ما را شــکل می دهند در عمکرد 
روزانه ما و ســایر موجودات دخالتی تام و تمام دارند؛ با 
این همه، این قبیل شبکه ها به ندرت برای خدمت رسانی به 
همه این نقش ها در نظر گرفته شــده اند و در برابر گسترۀ 
وســیعی از چالش ها ازجمله حملات بدخواهانه، اشکالات 
نرم افــزاری و ســخت افزاری، اشــتباهات انســانی )برای 
مثــال پیکربندی نامناســب ســخت افزاری و نرم افزاری( 
بسیار آســیب پذیر طراحی شده اند. در طی سال های اخیر، 
شاخص های مختلفی جهت برآورد میزان ناهمگنی موجود 
در شبکه ها معرفی شده اند. این شاخص ها عمدتاً بر مبنای 
درجه هســتند. در این مقالــه ما با اســتفاده از مهم ترین 
معیارهای مختلف اســتحکام و ناهمگنــی، تلاش کردیم تا 
توصیف نسبتاً سازگاری از آسیب پذیری و ناهمگنی انواع 
مختلفی از پیکربندی های گراف های شــبه سرپینســکی را 
ارزیابی و تحلیل کنیم. نشــان داده شده که ایزومورفیزمی 

شکل 11: نمودار بزرگ ترین مؤلفه همبند شبکه های شبه سرپینسکی بر 
اساس بیشترین درجه
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ترتیب، مطالعه بیشــتر تــاب آوری و ناهمگنی گراف های 
بازگشتی می تواند بسیار سودمند باشد و به عنوان کار آتی 

در راستای مطالعه حاضر می تواند پیشنهاد گردد.
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