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چيكده

روش‌های هسته در یادگیری ماشین، از یک تابع هسته 
اســتفاده می‌کنند که به‌عنــوان ورودی دو داده را دریافت 
می‌کند و حاصل‌ضرب داخلی آن‌ها پس از نگاشــت به یک 
فضای هیلبــرت را، به‌صورت ضمنی و بدون این‌که چنین 
نگاشتی به فضای هیلبرت واقعا محاسبه شود، برمی‌گرداند. 
برای بســیاری از توابع هسته، همانند هسته‌های گوسی و 
لاپلاســی، فضای ویژگی شــناخته شــده بی‌نهایت بعدی 
اســت و به همین دلیل گفته می‌شود که عملیات در فضای 
هیلبرت این توابع هسته تنها به‌صورت ضمنی ممکن است. 
ضمنی بودن این فضا باعث می‌شــود که ما مجبور باشیم 
الگوریتم‌هــا را در فضایــی که تصــوری از آن نداریم با 
استفاده از نمایش دوگان و حقۀ هسته بیان کنیم. ما در این 
مقاله برای هر تابع هسته دلخواه یک فضای ویژگی متناهی 
البعد و نگاشتی صریح و دقیق به این فضای ویژگی معرفی 
می‌کنیــم که در حد عملیــات مورد نیــاز در الگوریتم‌های 
یادگیری ماشــین هســته‌ای، هم در زمــان آموزش و هم 
آزمون، حاصل‌ضرب داخلی داده‌ها در این فضای ویژگی 
صریح با مقدار تابع هســته برابر است. وجود این نگاشت 
صریــح به فضــای ویژگی به ما این امــکان را می‌دهد که 

نسخۀ هسته‌ای یک الگوریتم را در فرم اولیه و بدون نیاز به 
حقه هسته و نمایش دوگان به‌دست آوریم. به‌عنوان اولین 
کاربرد، ما نشان می‌دهیم که چطور می‌توان، بدون توسل 
به نمایش دوگان، نسخۀ هســته‌ای الگوریتم‌های یادگیری 
ماشین را به‌دست آورد و این روش را به‌صورت مشخص 
در مورد PCA بــه کار می‌بریم. به‌عنوان کاربردی دیگر از 
روش پیشنهادی، ما بدون انجام هیچ تغییری در الگوریتم 
t-SNE، از کد آماده آن برای بصری‌ســازی فضای ویژگی 

توابع هسته استفاده می‌کنیم.
واژه‌هاي كليدي: روش‌های هســته، نگاشــت ویژگی 

صریح دقیق، فضای ویژگی متناهی‌البعد

1-مقدمه

روش‌های هســته یکــی از تکنیک‌های مهــم یادگیری 
ماشین است که در کنار تکنیک‌های دیگری چون یادگیری 
بیزی، شــبکه‌های عصبی و یادگیری عمیق و با ترکیب با 
آن‌ها نقش مهمی در شــکل‌گیری یک راه حل مناسب برای 
مســائل یادگیری ماشــین ایفا می‌کند. اســاس روش‌های 
هسته جایگزینی تمام موارد ضرب داخلی در یک الگوریتم 
یادگیری ماشین با یک تابع هسته است که به آن حقه هسته 
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گفته می‌شود. توابع هســته دارای این خاصیت هستند که 
متناظر با آن‌ها حداقل یک فضای هیلبرت و یک نگاشــت از 
فضای ورودی به آن فضای هیلبرت وجود دارد به نحوی که 
مقدار برگشتی توسط تابع هسته برابر حاصل‌ضرب داخلی 
نگاشــت داده‌های ورودی در آن فضای هیلبرت می‌باشد. 
به‌طور مشــخص، برای هر تابع هســته  
که بر روی فضای ورودی  تعریف شــده اســت، فضای 
هیلبرت  و نگاشــت  وجود دارند به نحوی 

که برای هــر  داریم: 
.  نکته مهم این اســت که تابع هســته معمــولا یک عبارت 
ریاضی ساده است که مقدار آن با حاصل‌ضرب داخلی پس 
از نگاشــت به فضای هیلبرت برابر است و چنین نگاشتی 
معمولا به‌صورت صریح انجام نمی‌شــود. برای مثال تابع 
هســته گوسی که با عبارت ساده زیر بیان می‌شود، دارای 

یک فضای هیلبرت بی‌نهایت بعدی است.

به دلایل مختلف همواره فرض شــده است که نگاشت 
صریح دادگان به فضای هیلبرت متناظر با یک تابع هســته 
در حالت کلی ممکن نیست. اولا بسیاری از فضاهای هیلبرت 
شــناخته شده متناظر با توابع هســته، همانند RKHS ]۱[ و 
فضای هیلبرت هســته‌های مرسر ]۲ صفحه ۳۶[ فضاهای 
ریاضی با اشــیائی از نوع تابع و یــا دنباله‌های نامتناهی 
هســتند که برای یک نگاشــت صریح محاســباتی مناسب 
نیستند. ثانیا بجز در موارد خاص، فضاهای هیلبرت متناظر 
با توابع هســته معمــولا بی‌نهایت بعدی هســتند که باعث 
می‌شود این تصور به وجود آید که امکان محاسبه صریح 

نگاشت از دیدگاه محاسباتی وجود ندارد.
با این وجود با فرض امکان محاســبه نگاشــت ویژگی 
صریح، می‌تــوان درکــی از فضای ویژگی توابع هســته 
به‌دســت آورد که به انتخاب بهتر تابع هســته و در نهایت 
بهبود الگوریتم یادگیری ماشین کمک خواهد کرد. همچنین 
در ســال‌های اخیر از نگاه کاهش محاسبات در روش‌های 
هســته، روش‌هایی برای به‌دســت آوردن نگاشت ویژگی 

صریح مســتقل از تعداد دادگان البته به شکل تقریبی ارائه 
شده اســت ]۳[. وجود فضای ویژگی صریح این امکان را 
فراهم می‌کند که الگوریتم یادگیری در فرم اولیه بیان شود 
و نیازی به فرم دوگان نباشد. در نتیجه می‌توان پارامترهای 
ماشــین یادگیری را صراحتا یاد گرفــت و نیازی به بیان 
پاســخ بر حســب دادگان آموزشی نیســت. از روش‌های 
مطرح در تقریب نگاشــت ویژگی تابع هســته می‌توان به 
نیســتروم اشــاره کرد ]۴[. این روش با تقریب زدن توابع 
ویژه تابع هسته و محدود کردن بسط تابع هسته بر حسب 
توابع ویژه بــه تعدادی متناهی جمله با بیشــترین مقادیر 
ویژه، یک نگاشت ویژگی صریح تقریبی وابسته به دادگان 
معرفی می‌کند. روش مطرح دیگر در تقریب نگاشــت توابع 
هسته، روش نگاشت ويژگی فوریه تصادفی1 است ]۵[. این 
روش، نگاشت ویژگی توابع هسته ناوردا نسبت به انتقال را 
با نمونه برداری از تبدیل فوریه این توابع به‌دست می‌آورد. 
در  مرجع ]۶[ روش‌های تقریب نگاشــت هسته به خانواده 
هســته‌های جمعی و در مرجع ]۷[ به خانواده هســته‌های 
شــباهت تک نمونه2 تعمیــم داده شــده‌اند. همچنین برای 
کاهش ابعاد فضای ویژگی در روش‌های تقریب نگاشــت 
ویژگــی، مرجع ]۸[ اســتفاده از تصویرســازی تصادفی 
بردارها در فضای ویژگی تقریبی برای نگاشت خطی آن‌ها 
به فضایی با ابعاد کمتر را پیشــنهاد داده اســت. با وجود 
بهبود زمانی محاســبات الگوریتم‌های مبتنی بر هسته در 
روش‌های فوق‌الذکر، تمام این روش‌ها نگاشت ویژگی تابع 
هســته را به شکل تقریبی محاســبه می‌کنند که این ذهنیت 
را به‌وجود آورده که امکان محاســبه دقیق نگاشت ویژگی 

وجود ندارد.
ما در این مقاله روشی برای محاسبه دقیق نگاشت ویژگی 
صریح هر تابع هسته دلخواه در روش‌های یادگیری ماشین 
مبتنی بر هســته ارائه می‌کنیم. به بیان دقیق تر، ما برای هر 
الگوریتــم یادگیری ماشــین که بر روی دادگان آموزشــی 
 آموزش دیده است، یک فضای هیلبرت متناهی 

1- Random Fourier feature map
2- One-shot similarity kernels
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البعــد و یک نگاشــت صریح معرفی می‌کنیــم به نحوی که 
مقدار تابع هســته بین هر ورودی دلخواه و یکی از دادگان 
آموزشــی با ضرب داخلی بین آن‌ها در آن فضای ویژگی 
برابر باشــد. لازم به ذکر است که در یک الگوریتم یادگیری 
ماشین همواره یکی از ورودی‌های تابع هسته یکی از دادگان 
آموزشی است. در حقیقت در مرحله آموزش هر دو ورودی 
تابع هســته از دادگان آموزشی هستند و در مرحله آزمون 
یکی از ورودی‌ها از دادگان آموزشــی است و ورودی دیگر 
داده دلخواه آزمون اســت. بنابراین روش ارائه شده که در 
آن فرض شــده اســت یکی از ورودی‌ها حتما از داده های 
آموزش است، برای محاسبه صریح و دقیق نگاشت ویژگی 
توابع هسته در الگوریتم‌های یادگیری ماشین کفایت می‌کند.

لازم به ذکر است که در مقاله ]۹[ نیز ادعای یک نگاشت 
ویژگی صریح و دقیق مطرح شده است. اما کاری که واقعا 
در این مقاله انجام شــده‌ اســت این اســت که یک نگاشت 
صریح معرفی شــده است و براساس ضرب داخلی در آن 
فضا یک تابع هسته خاص تعریف می‌شود. بدیهی است که 
نگاشــت ویژگی معرفی شده برای تابع هستۀ تعریف شده 
یک نگاشت صریح است اما صرفا برای تابع هسته معرفی 
شده قابل استفاده است و قابل تعمیم به توابع هسته دیگر 

نیست.
در ادامه مقاله، در بخش ۲ ما نگاشــت ویژگی صریح، 
دقیــق و متناهی‌البعد پیشــنهادی را معرفــی می‌کنیم. در 
بخش ۳ ما پاســخ نســخۀ هســته‌ای الگوریتم PCA را در 
فرم اولیه و دوگان با اســتفاده از نگاشــت ویژگی صریح 
معرفی شــده به‌دست می‌آوریم و بعد با ترکیب پاسخ‌های 
فرم‌اولیه و دوگان به یک پاسخ جدید که از نظر محاسباتی 
مناسب‌تر است می‌رسیم. در بخش ۴ ما با استفاده از ابزار                  
t-SNE فضــای ویژگی توابع هســته را بــر روی دادگان 

MNIST بصری‌سازی می‌کنیم و نشان می‌دهیم که مناسب 

بودن/نبودن تابع هســته برای یک مجموعه دادگان در این 
بصری‌سازی مشهود است.

2- نگاشــت ویژگــی صریح، دقیــق و متناهی البعد 
پیشنهادی

فــرض کنیــد که تابــع هســته  و مجموعــه دادگان 
آموزشــی  داده شده اســت. اگر  یک فضای 
هیلبرت متناظر با این تابع هسته و  یک نگاشت 
از فضای ورودی به این فضای هیلبرت باشــد، آنگاه برای 

هر دو داده دلخواه  داریم:

‌ و  ما به دنبال یافتــن یک فضای ویژگی متناهی‌البعد 
یک نگاشت صریح به‌صورت  هستیم به نحوی 
که برای هر زوج  که  یک داده آموزشی و  یک 
داده دلخواه است‌ )که می‌تواند یک داده آموزشی نیز باشد( 

‌داشته باشیم:

شــرط فوق تضمین می‌کند که عملکرد ماشین یادگیر 
غیر هسته‌ای در فضای متناهی‌البعد  هم در زمان آموزش 
و هم در زمان تســت با عملکرد آن در فضای هیلبرت  

یکسان باشد. 
قضیــه: فرض کنید  ماتریس هســته بر روی  دادۀ‌ 
آموزشی باشد. نگاشــت  تعریف شده در زیر 

خاصیت مورد نظر را دارد.

یعنی برای هر زوج  که  یک داده آموزشی و  
یک داده دلخواه است‌ داریم:

اثبات: داریم:

ام  با توجه به این‌که   سطر  
از ماتریس ‌K است، حاصل‌ضرب آن در ماتریس معکوس 
برابر برداری می‌شود که تنها در درایه  ام مقدار یک دارد 

و در بقیه درایه‌ها مقدار آن صفر است. بنابراین:

که همان مقدار مطلوب است.
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3- تحلیل PCA هسته‌ای با استفاده از نگاشت صریح و 
دقیق معرفی شده

روش کلاسیک برای به‌دســت آوردن نسخۀ هسته‌ای 
الگوریتم PCA در مرجع ]۱۰[ شــرح داده شــده اســت که 
ما برای کامل بودن مطلــب خلاصه آن را در ضمیمه الف 
آورده‌ایم. در این بخش ما با اســتفاده از نگاشت صریح و 
دقیق معرفی شده در این مقاله ابتدا نسخۀ هسته‌ای PCA را 
در فرم اولیه حل می‌کنیم. سپس نشان می‌دهیم که نگاشت 
صریح و دقیق معرفی شده در این مقاله ما را از حقۀ هسته 
بی‌نیاز می‌کند و می‌توانیم پاســخ دوگان را نیز به شیوه‌ای 
جدید به‌دســت آوریم. در نهایت با ترکیب پاســخ‌های فرم 
اولیه و فرم دوگان به یک پاســخ جدید می‌رسیم که از نظر 

محاسباتی ساده‌تر است.

3-1- انجــام تحلیل PCA در فضــای ویژگی صریح و 
دقیق تابع هسته به‌صورت مستقیم

بــرای انجام تحلیل PCA در فضای ویژگی لازم اســت 
کــه ابتدا میانگین داده‌های آموزشــی را در فضای ویژگی 
صفر کنیم. با توجه به این‌که ما دادگان را درفضای ویژگی 
صراحتا داریم، می‌توانیم میانگین آن‌ها را چنین محاســبه 

کنیم

که e یک بردار  بعدی اســت که تمــام درایه‌های آن 
 است. بنابراین اگر  نگاشت جدیدی باشد که علاوه 
بر بردن دادگان به فضای ویژگی میانگین آن‌ها را هم صفر 

می‌کند، می‌توان  را چنین بیان کرد:

دقت کنید که بر خلاف شــیوه متــداول در روش‌های 
هســته که ابتدا محاسبات برحسب نگاشــت ناشناخته   

نوشته می‌شــود و سپس ضرب داخلی در فضای هیلبرت 
با محاســبه تابع هسته جایگزین می‌شــود، در این روش 
جدید نگاشت  صراحتا مشخص است و از ابتدا تمام 
محاســبات مبتنی بر دادگان آموزشی و آزمون در فضای 

ویژگی است که خود بر حسب تابع هسته بیان شده‌اند.
به‌طور خاص، برای هر داده آموزشی  داریم:

که  ســتون  ام ماتریس  می‌باشد و  برداری 
 بعدی اســت که دقیقا درایه nام آن یک و بقیۀ درایه‌های 

آن صفر هستند. 
برای انجــام تحلیل PCA ابتدا ماتریس کواریانس را در 

فضای ویژگی محاسبه می‌کنیم:

حــال معادلــه  در تحلیــل  را در فضای 
ویژگی صریح می‌نویسیم:

                                   )۱(
با ضرب دو طرف رابطه فوق از سمت چپ در  داریم:

که اگر قرار دهیم  به رابطه زیر می‌رسیم:

با تعریف  به مسئله زیر می‌رسیم:

باید توجه کنیم کــه در تحلیل PCA بردارهای  نرمال 
. بنابراین با این‌که  در سیستم ویژه  هستند، نه بردارهای 
فوق صدق می‌کند، اندازه آن یک نیست و از شرط   

نتیجه می‌شود که 
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بنابراین اندازه بردار  باید به نحوی انتخاب شــود که 
رابطه بالا برقرار باشد. 

برای دادۀ آزمون  با توجه به این‌که ما نگاشت صریح 
به فضای ویژگــی را داریم، ویژگی متناظر با مؤلفه اصلی 

 برابر است با
  

این شــبیه پاسخی است که در فرآیندهای گوسی ]۱۱[
به‌دست می‌آید و شامل معکوس ماتریس هسته است.

به این ترتیب ما توانســتیم رابطه KPCA را با محاسبه 
مســتقیم PCA در فضای ویژگی به‌دست آوریم. از دیدگاه 
محاســباتی حتی می‌توان واقعا مجموعه دادگان آموزشی 
را به فضای ویژگی نگاشت کرد و بعد PCA معمولی را در 

آنجا محاسبه کرد.
3-2- انجام تحلیل PCA در فضای ویژگی تابع هسته با 

نمایش دوگان بدون نیاز به حقه هسته
اگر از نمایش دوگان استفاده کنیم و بردار  را ترکیبی 

خطی از دادگان آموزشی در نظر بگیریم، داریم:

حال اگر مسئله بردار ویژه مقدار ویژه )۱( را با استفاده 
از رابطه فوق بازنویسی کنیم، داریم:

با ضرب دوطرف از چپ در  به رابطه زیر می‌رسیم.

با استفاده از تعریف  رابطه فوق را 
می‌توان چنین ساده‌تر نوشت:

می‌تــوان ثابت کرد )مشــابه ]۱۰[( که حــل رابطه زیر 
کفایت می‌کند

در ایــن معادله اندازه  باید طوری انتخاب شــود که 
بردار  نرمال باشــد. بنابراین  باید در رابطه زیر صدق 

کند

بــرای دادۀ آزمون  ویژگــی متناظر با مؤلفه اصلی  
چنین به‌دست می‌آید:

3-3-مقایسۀ پاسخ‌های فرم اولیه و دوگان

نکته جالب این اســت که هر دو فــرم اولیه و دوگان به 
حل مسئله محاسبه بردارهای ویژه ماتریس  رسیدند. این 
مطلب عجیب اســت و لازم است که ابتدا نشان دهیم که هر 
دو پاسخ به‌دست آمده با هم معادل هستند. به عبارت دیگر 
باید نشــان دهیم که بردارهــای  و  ضریبی از یکدیگر 
هســتند. از روابــط  و  نتیجــه 

می‌شود که 

بنابرایــن می‌بینیم که بردار پاســخ اولیــه  و بردار 
پاسخ دوگان  ضریبی از یکدیگر هستند. به این ترتیب ما 
می‌توانیم  را به‌صورت ترکیبی از پاسخ‌های فرم 
اولیه و دوگان به‌صورت زیر بنویسیم که ما را از محاسبه 
ماتریس هسته‌ای که میانگین دادگان در آن به مرکز دستگاه 

مختصات آورده شده است‌، بی‌نیاز می‌کند.

]۱۲[ t-SNE 4- بصری‌سازی فضای ویژگی توابع هسته با

الگوریتــم t-SNE یــک الگوریتــم بســیار موفــق در 
بصری‌ســازی فضاهای ابعاد بالا می‌باشد. اگر شخص با 
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جزئیات این الگوریتم به‌صورت کامل آشنا باشد،‌ می‌تواند 
الگوریتــم t-SNE را تغییر دهد و فواصــل بین دادگان در 
فضای ویژگی یک تابع هســته را برحسب تابع هسته بیان 
کند و از این نسخۀ اصلاح شده t-SNE برای بصری‌سازی 
فضای ویژگی استفاده کند. فاصله بین نگاشت دادگان  و 

 در فضای ویژگی چنین قابل محاسبه است:

امــا روش پیشــنهادی اجــازه می‌دهد که بــدون هیچ 
تغییــری در کــد t-SNE و صرفا با تغییــر دادگان ورودی 
به الگوریتم، فضای ویژگی یک تابع هســته بصری‌سازی 
شود. داشــتن یک فضای ویژگی صریح متناهی البعد این 
امکان را به‌وجود می‌آورد که t-SNE در فضای ویژگی اجرا 
شــود و نمایش دوبعدی مناســبی را از چینش دادگان در 
 MNIST فضای ویژگی ارائه کنــد. در این بخش ما دادگان
را در فضای ویژگی توابع هســتۀ مختلف بصری‌ســازی 
می‌کنیم. بهتریــن نتایج بر روی دادگان MNIST  توســط 
روش‌های هسته با یک انتخاب هوشمندانه برای تابع هسته 
 چندجمله‌ای به‌دســت آمده است که در صفحه ۳۴۱ مرجع

]۲[ بیان شده است. ما در اینجا این انتخاب هوشمندانه برای 
هســتۀ چندجمله‌ای را با انتخاب معمول هستۀ چندجمله‌ای 
مقایســه می‌کنیم و با بصری‌ســازی فضای ویژگی آن‌ها 
نشــان می‌دهیــم کــه دادگان در فضــای ویژگی هســتۀ 
چندجمله‌ای مرجع ]۲[ جداپذیری بســیار بهتری را دارند. 
لازم به ذکر اســت که امکان بصری‌سازی فضای ویژگی 
برای توابع هســته توسط نگاشــت ویژگی صریح و دقیق 
 MNIST معرفی شده در این مقاله فراهم شده است. دادگان
شــامل ۶۰،۰۰۰ دادۀ آموزشــی و ۱۰،۰۰۰ دادۀ آزمون از 
ارقام ۰ تا ۹ اســت. ارائه کنندگان الگوریتم t-SNE از ۲۵۰۰ 
نمونــه از دادگان MNIST برای بصری‌ســازی دادگان در 
همان فضای ورودی اســتفاده کردند. مــا رقم‌های ۲، ۴ و 
۷ از ایــن دادگان را در نظــر می‌گیریــم و از هر کدام ۵۰۰ 
نمونــه را از دادگان آمــوزش و ۵۰۰ نمونــه را از دادگان 

آزمون انتخاب می‌کنیم. به این ترتیب ۱۵۰۰ دادۀ آموزشی 
و ۱۵۰۰ دادۀ آزمون به‌دست می‌آید. ما از دادگان آموزشی 
برای آموزش t-SNE اســتفاده می‌کنیم و در نهایت دادگان 
آزمون را با استفاده از این نگاشت بصری‌سازی می‌کنیم. 
‌ می‌باشد که شدت  دادگان MNIST شامل تصاویر 
رنگ هر پیکسل عددی بین ۰ تا ۲۵۵ است. ابتدا شدت رنگ 
پیکســل‌ها با تقسیم ۲۵۵ به عددی بین ۰ تا ۱ تغییر می‌کند. 
بــا فرض این‌که  و  دو بردار   بعدی باشــند که دو 
تصویر را نشان می‌دهند، می‌توان تابع هستۀ چند‌جمله‌ای 

زیر را بر روی آن‌ها تعریف کرد

که فرض می‌کنیم  به‌صورت زیر تعریف شــده 
است تا مقدار آن همواره بین ۰ و ۱ باشد

هر چند ایــن کار منطقی و کافی به نظر می‌رســد، اما 
نتایج عالی بر روی دادگان هسته توسط ماشین‌های بردار 
پشتیبان از تابع هستۀ دیگری اســتفاده کردند. آن‌ها ابتدا 
دامنه شــدت رنگ را به بازه  تغییر دادند. با توجه به 
این‌که بیشــتر پیکسل‌ها سیاه یا سفید هســتند، این تبدیل 
باعث می‌شــود که بیشتر پیکســل‌ها مقدارشان برابر  یا 
 شود. به این ترتیب ضرب داخلی یک بردار در خودش 
‌ پیدا می‌کند که با  همواره مقداری نزدیک به 
تقسیم بر ۷۸۴ شباهت هر بردار با خودش تقریبا برابر یک 
می‌شود. برای آنکه تابع هســته ضرب داخلی همانند تابع 
هســته گوســی همواره مقداری نامنفی داشته باشد، آن‌ها 

تابع هسته زیر را معرفی کردند 

که در آن ابتدا شدت رنگ پیکسل‌ها به بازه  تغییر 
کرده است و در نتیجه  همواره عددی بین 
  t-SNE و  اســت. در این بخش ما با استفاده از ابزار  
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فضای ویژگی این دو تابع هسته را بصری‌سازی می‌کنیم. 
برای این منظور ما با اســتفاده از نگاشــت صریح معرفی 
شــده در این مقاله دادگان آموزشی را صراحتا در فضای 
ویژگی نشــان می‌دهیم و ســپس از ابــزار t-SNE )بدون 
کوچک‌تریــن تغییــری در آن( اســتفاده می‌کنیم و فضای 
ویژگی را بصری‌ســازی می‌کنیم. شــکل ۱ بصری‌سازی 
‌ و شکل ۲  دادگان آزمون درفضای ویژگی تابع هســته 
بصری‌سازی دادگان آزمون درفضای ویژگی تابع هسته 
‌ را نشــان می‌دهد. همان‌طور که دیده می‌شــود انتخاب 
مناسب تابع هسته به شکلی که در ]۲ صفحه ۳۴۱[ معرفی 
شده است نقش بســزایی در موفقیت روش‌های هسته بر 
روی دادگان MNIST داشــته است. همچنین شکل‌های ۳ و 
۴ نتیجه تحلیل تمایزی فیشر هسته‌ای را با هسته‌های  و 
 بر روی دادگان آزمون نشــان می‌دهد. باز هم مشاهده 
‌ عمل کرده  می‌شود که هسته  به مراتب بهتر از هسته 
اســت. در پیاده‌ســازی ما به جای استفاده از تحلیل فیشر 
هســته‌ای ]۱۳[، تحلیل فیشر چندکلاســه ]۱۴[ را بر روی 

فضای ویژگی صریح توابع هسته اعمال کردیم.

5- نتیجه‌گیری

در این مقاله یک نگاشــت ویژگی صریح متناهی البعد 
دقیق برای هر تابع هســته دلخواه معرفی شد که تا زمانی 
که حداقل یکــی از دو ورودی تابع هســته یکی از دادگان 

شکل 1: بصری‌سازی فضای ویژگی تابع هسته ضرب داخلی نامناسب 
 برای ارقام ۲، ۴ و ۷ از دادگان MNIST.  تابع هسته ضرب داخلی با 
درجه ۹ است که بر روی پیکسل‌های با شدت  اعمال شده است. 

به‌خاطر وجود پیکسل‌های با مقدار صفر، شباهت یک داده با خودش هم 
می‌تواند بسیار پایین باشد.

شکل 2: بصری‌سازی فضای ویژگی تابع هسته ضرب داخلی مناسب  
برای ارقام ۲، ۴ و ۷ از دادگان MNIST.  تابع هسته ضرب داخلی است 

که بر روی پیکسل‌های با شدت  اعمال شده است و همچنین 
طوری تنظیم شده است که عملکرد تابع هسته مشابه RBF باشد و 

شباهت هر تصویر با خودش تقریبا یک و کمترین مقدار شباهت صفر 
باشد.

شکل 3: ویژگی‌های استخراج شده برای دادگان آزمون توسط تحلیل 
فیشر برای تابع هسته ضرب داخلی نامناسب  بر روی سه رقم ۲، 

۴ و ۷ از دادگان MNIST.  تابع هسته ضرب داخلی با درجه ۹ است 
که بر روی پیکسل‌های با شدت  اعمال شده است. به‌خاطر وجود 

پیکسل‌های با مقدار صفر، شباهت یک داده با خودش هم می‌تواند بسیار 
پایین باشد.

شکل 4: ویژگی‌های استخراج شده برای دادگان آزمون توسط تحلیل 
فیشر برای تابع هسته ضرب داخلی مناسب  بر روی سه رقم ۲، ۴ 
و ۷ از دادگان MNIST.  تابع هسته ضرب داخلی است که بر روی 

پیکسل‌های با شدت  اعمال شده است و همچنین طوری تنظیم 
شده است که عملکرد تابع هسته مشابه RBFً باشد و شباهت هر تصویر با 

خودش تقریبا یک و کمترین مقدار شباهت صفر باشد.



47

14
01

ن 
ستا

تاب
 / 

شی
یان

 را
وم

عل

آموزشی اســت، مقدار آن دقیقا با مقدار تابع هسته برابر 
اســت. از آنجا که هم در مرحله آمــوزش و هم در مرحله 
آزمون همــواره یکــی از دو ورودی تابع هســته یکی از 
دادگان آموزشــی اســت، تا آنجا که به یادگیری ماشــین 
مربوط می‌شود، نگاشت ویژگی صریح به‌دست آمده دقیق 

نیز هست. این مطلب نتایج مهمی دارد از جمله:
۱- امکان حل مسائل یادگیری ماشین در فضای ویژگی 

توابع هسته در فرم اولیه بدون نیاز به فرم دوگان،
۲- امکان حل مسائل یادگیری ماشین در فضای ویژگی 

در فرم دوگان بدون نیاز به حقه هسته،
۳- امکان نگاشــت صریح داده‌هــا به فضای ویژگی و 
اجرای یک الگوریتم یادگیری ماشین بر روی این دادگان. به 
این ترتیب امکان ارائه نسخۀ هسته‌ای الگوریتم با استفاده از 
ابزارهای آماده‌ صرفا با تغییر دادگان ورودی به الگوریتم 

فراهم می‌شود.
لازم به ذکر اســت که روش پیشنهادی در این مقاله به 
این دلیل که ابعاد نگاشت ویژگی معرفی شده برابر با تعداد 
دادگان است، از دیدگاه محاسباتی منجر به پارامتریک شدن 
الگوریتم‌های هسته نمی‌شود و دنیای علم را از تقریب توابع 

هسته با هدف افزایش سرعت محاسبات بی‌نیاز نمی‌کند. 

نسخۀ  به‌دست‌آوردن  کلاسیک  روش  الف:  ضمیمه 
هسته‌ای الگوریتم PCA با حقه هسته

روش کلاسیک برای به‌دســت آوردن نسخه هسته‌ای 
الگوریتم PCA این است که ابتدا ثابت می‌شود که بردارهای 
ویژه به‌صورت ترکیبی خطی از دادگان آموزشی قابل بیان 
هستند. ســپس با فرض این‌که  نگاشــتی به یک فضای 
ویژگی باشــد که میانگین داده‌های آموزشی در آن صفر 
اســت، بــردار ویژه به‌صــورت  در 
فضای ویژگی بیان می‌شــود. همچنین فرض کنید که تابع 
هســته متناظر با این نگاشت برابر  باشد. سپس با توجه 
به این‌که در نسخۀ هســته‌ای PCA، پاسخ بردارهای ویژه 
ماتریس کواریانس داده‌ها در فضای ویژگی اســت، مسئله 

به‌صورت زیر بیان می‌شود

با بازنویسی رابطه فوق رابطه زیر به‌دست می‌آید

با وجود این‌که تابع هســته ظاهر شده است، اما هنوز 
بخشی از رابطه بر حسب نگاشت  است که برای خلاص 

شــدن از آن دوطــرف رابطه از ســمت چپ در 
 ضرب می‌شود.

که از آن نتیجه می‌شود

رابطه فوق را به زبان ماتریسی می‌توان چنین بیان کرد:

از آنجا که رابطه فوق برای هر  برقرار اســت، رابطه 
زیر به‌دست می‌آید.

ســپس ثابت می‌شــود که کافی است پاسخ مسئله زیر 
به‌دست آید:

که

، برای آنکه  همچنین در هنگام استفاده از الگوریتم 
تصویر داده ورودی  بر روی یک مؤلفه اصلی در فضای 
ویژگی محاســبه شود، ابتدا داده  با نگاشت  به فضای 
ویژگی با میانگین صفر می‌رود و ســپس در مؤلفه اصلی 

ضرب می‌شود
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