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چکیده

در این مقاله، با استفاده از الگوریتم ژنتیک، به عنوان یک 
ابزار اصلی در بهینه سازی، روشی ارائه شده است که می تواند 
توابع ریاضی و منطقی پیچیده را بهینه کند. در اکثر روش های 
موجود، از الگوریتم های ژنتیک برای بهینه ســازی مدارهای 
منطقی اســتفاده شده اســت ولی در روش ارائه شده در این 
مقاله، امکان تقریب نتایج توابع ریاضی گسسته و پیوسته نیز 
فراهم شده اســت. با استفاده از ساختار داده درخت، تقریباً 
امــکان نمایش همه توابع به صورت سلســله مراتبی وجود 
خواهد داشت. از آنجایی که توابع ریاضی و منطقی می توانند 
پیچیده باشند و درخت آن ها بسیار بزرگ شود، بهینه سازی 
آن ها می تواند مزایای زیادی به همراه داشته باشد. از جمله 
مزایای بهینه سازی توابع می توان به کاهش زمان محاسباتی، 
کاهش هزینه های پیاده سازی و غیره اشاره کرد. با این حال، 
بهینه ســازی یا ساده ســازی توابع با کاهش تعداد عملگرها 
و متغیرها باعث می شــود که نتایج به دســت آمده از آن ها، 
دقت اولیه را نداشــته باشند. اگر نتایج به دست آمده از توابع 

بهینه شده با توابع اصلی، تفاوت زیادی نداشته باشد، می توان 
به جای توابع اصلی، از توابع بهینه شده استفاده کرد. در روش 
ارائه شــده در این مقاله، که با ارائه مثال هایی مورد ارزیابی 
قرار گرفته اســت، توابع بهینه با استفاده از الگوریتم ژنتیک 
به دســت می آیند که نتایج حاصل از آن ها، تفاوت چندانی با 

نتایج توابع اصلی ندارند.
واژه هاي کلیدي: تقریب توابع ریاضی و منطقی، الگوریتم 

ژنتیک، ساختار داده درخت، بهینه سازی.

1- مقدمه

تعــداد عملگرها و متغیرها در توابــع ریاضی و منطقی، 
پیچیدگی آن ها را مشــخص می کند. به عبارت دیگر، هر چه 
تعداد عملگرها و متغیرها در توابع ریاضی و منطقی بیشتر 
باشد، پیچیدگی آن ها بیشتر شده و برای حل آن ها هزینه های 
بیشــتری از نظر زمان و حافظه باید مصرف شود. بنابراین 
کاهش عملگرها و متغیرهای توابع ریاضی و منطقی، به عنوان 
یک هدف در نظر گرفته می شــود. روش های بسیاری برای 
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این منظور ارائه شــده است که اساس آن ها، کم کردن تعداد 
عملگرها اســت. علاوه بر کاهش تعــداد عملگرها به صورت 
مســتقیم، افزایش تعداد ســطوح توابع ریاضی نیز می تواند 
منجر به کاهش تعداد عملگرها شود. البته در بعضی موارد، 
در استفاده از برخی عملگرها محدودیت هایی وضع می شود 
و باید توابع ریاضی معادلی بدون اســتفاده از آن عملگرها 
پیشــنهاد کرد. برای ایــن منظور می تــوان از الگوریتم های 
تکاملــی1 به ویژه الگوریتم های ژنتیک2 بــرای طراحی توابع 
ریاضی اســتفاده کرد تا هم پیچیدگــی توابع ریاضی تا حد 
امکان کاهش یافته و محدودیت های موجود اعمال شوند و هم 
نتایج به دست آمده با نتایج مورد انتظار مطابقت داشته باشند.

در این مقاله با اســتفاده از الگوریتم ژنتیک روشی ارائه 
شــده است که به وسیله آن می توان توابع ریاضی و منطقی 
را با کاهش تعداد عملگرها و متغیرها بهینه سازی کرد. برای 
این منظور، ابتدا جمعیت اولیه ای از توابع ساده ایجاد می شود. 
این توابع با ساختار سلسله مراتبی درخت نگهداری می شوند. 
ســپس با مشــخص کردن سطح تناسب و شــرایط توقف 
الگوریتم ژنتیک، هر یک از روابط ایجادشــده مورد بررسی 
قرار گرفته و متناســب با سیاست های تعریف شده، بعضی 
از آن ها انتخاب و با یکدیگر ترکیب شــده و جهش می یابند. 
روابطی که مجدد ایجاد می شوند از نظر سطح تناسب با تابع 
اصلی مورد بررســی قرار می گیرند. این چرخه تا زمانی که 

شرایط توقف الگوریتم ژنتیک فراهم شود، ادامه می یابد.
در ایــن مقاله ابتدا بــه معرفی مفاهیــم اصلی همچون 
الگوریتم ژنتیک، نمایش توابع ریاضی و دروازه3های منطقی 
پرداخته می شــود. سپس روش پیشنهادی با بیان فرضیات 
اولیه، ارزیابی سطح تناسب و بررسی شرایط توقف الگوریتم، 
روش های انتخــاب، تقاطع )ترکیب( و جهــش مورد بیان و 
بررســی قرار می گیرد. لازم به ذکر است که در این مقاله از 
زبان برنامه نویســی پایتون 3/6 و کتابخانه Graphviz برای 
پیاده سازی روش پیشــنهادی و نمایش دادن ساختار داده 

درخت استفاده شده است ]1[.
1- Evolutionary Algorithm
2- Genetic Algorithm
3- Gate

2- مفاهیم اصلی

1.2. الگوریتم ژنتیک

الگوریتم ژنتیک یک روش بهینه سازی با الهام از طبیعت 
جانداران بر مبنای نظریه داروین است. این الگوریتم با اقتباس 
از علم ژنتیک و مبتنی بر تکرار اســت. براســاس الگوریتم 
ژنتیک از خصوصیت های نسل حاضر برای تولید نسل جدید 
استفاده می شــود. این الگوریتم جستجو را در محیط پاسخ 
انجــام می دهد ]2[. مطابق با شــکل 1، گام اول در الگوریتم 
ژنتیک، ساخت جمعیت اولیه به صورت تصادفی یا انتخابی 
است. در ادامه برای هر نمونه از جمعیت، مقدار تابع هدف به 
منظور ارزیابی سطح تناسب محاسبه شده و براساس مقدار 
تابع هدف، برازندگی4 هر نمونه ارزیابی می شود. در ادامه با 
توجه به پارامتر برازندگی، نمونه هایی از جمعیت انتخاب5 شده 
)در علم ژنتیک به آن ها والدین می گویند( و سپس عملگرهای 
ژنتیکی شامل تقاطع یا ترکیب6 و جهش7 بر روی نمونه های 
انتخاب شده، اعمال می شوند و جمعیت جدیدی تولید می گردد. 
پس از آن، نمونه های جدید جایگزین نمونه های پیشین شده و 
این چرخه ادامه پیدا می کند. به طور معمول با تولید نمونه های 
جدید، پارامتر برازندگی در جمعیت جدید بیشــتر شده و در 
نتیجه جمعیت نسل به نسل بهبود می یابد. این چرخه تا زمانی 
که مقدار تابع هدف به ســطح تناسب مورد نظر نرسد، ادامه 

می یابد. مولفه های اصلی در الگوریتم ژنتیک عبارتند از:
برازندگی: یک نمونه با استفاده از مقدار تابع هدف )تابعی   

که باید بهینه شــود( محاسبه می شــود. پارامتر برازندگی 
کیفیت نمونه را مشخص نموده و احتمال مشارکت در تولید 

نمونه های جدید را افزایش می دهد.
تقاطع یا ترکیب: مهم ترین عملگر الگوریتم ژنتیک است.   

در این بخش با اســتفاده از نمونه هــای موجود در جمعیت 
حاضر )والدین در علم ژنتیک(، نمونه های جدید )فرزندان در 
علم ژنتیک( تولید می شوند. اعمال ترکیب در الگوریتم ژنتیک 

موجب کاهش پراکندگی در نمونه ها می شود.
4- Fit
5- Selection
6- Crossover
7- Mutation
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جهش: در نمونه های جدید تولیدشده همواره امکان ایجاد   
تغییراتی وجود دارد )در علم ژنتیک، تغییر در کروموزوم ها 
در نتیجه جهش ژنتیکی اســت(. این تغییرات منجر به تغییر 
یک سری از نمونه ها در جمعیت جدید می شود، یعنی بخش 

کوچکی از جمعیت جدید با استفاده از جهش تغییر می یابند.

2.2. نمایش توابع ریاضی و منطقی

بســیاری از پدیده های درون طبیعت را می توان با توابع 
ریاضی یا منطقی نشــان داد. اگرچــه نمایش توابع ریاضی 
و منطقی به صورت معمول بســیار کمک کننده هستند، ولی 
این نوع نمایش در توضیح جنبه های ســاختاری و سلسله 
مراتبی توابــع از غنای کافی برخوردار نیســتند. مطابق با 
شکل 2، نمایش توابع با ساختار داده ای درخت می تواند این 
محدودیت ها را برطرف کند. در این ســاختار داده، گره های 
انتهایی )برگ ها( متغیرهای روابط را نشان می دهند و گره های 

میانی، عملگرهای اعمال شده بر روی متغیرها هستند.

3.2. دروازه های منطقی

دروازه های منطقی یک دســتگاه محاســباتی برای بیان 
توابع بولی8 هســتند. سه دروازۀ منطقی اصلی عبارت اند از: 
AND ،OR و NOT. این سه دروازه می توانند مجموعه کاملی 

از تابع را ایجاد کنند و برای تولید ســایر دروازه های منطقی 
با ترکیب و ترتیب مناســب کافی هستند. هر دروازۀ منطقی 
8- Boolean

با یک جدول درســتی همراه است، که شامل تمام نگاشت ها 
)ورودی/خروجی( اســت ]3[. جدول درســتی تعــدادی از 

دروازه های منطقی در جدول 1 نشان داده شده است.

4.2. تقریب توابع ریاضی و منطقی

توابع ریاضی و منطقی می توانند پیچیده باشند و درخت 
آن ها بســیار بزرگ شــود. تعداد عملگرهــا و متغیرها در 
توابع ریاضی و منطقی، پیچیدگی آن ها را مشخص می کند. 
به عبــارت دیگر، هر چه تعداد عملگرهــا و متغیرها در توابع 
ریاضی و منطقی بیشتر باشد، پیچیدگی آن ها بیشتر شده و 
برای حل آن ها هزینه های بیشتری از نظر زمان و حافظه باید 
مصرف شــود. بهینه سازی توابع می تواند مزایای زیادی به 
همراه داشته باشد. از جمله مزایای بهینه سازی توابع می توان 
به کاهش زمان محاسباتی، کاهش هزینه های پیاده سازی و 
غیره اشاره کرد. با این حال، بهینه سازی یا ساده سازی توابع 
با کاهش تعداد عملگرها و متغیرهای باعث می شود که نتایج 
به دســت آمده از آن ها، دقت اولیه را نداشته باشند. مطابق با 
جدول 2، اگر نتایج به دست آمده از توابع بهینه شده با توابع 
اصلی، تفاوت زیادی نداشــته باشــد، می توان به جای توابع 

اصلی، از توابع بهینه شده استفاده کرد.

3- کارهای مرتبط

اکثر روش هــای موجود از الگوریتم هــای ژنتیک برای 
بهینه ســازی مدارهــای منطقی اســتفاده می کننــد و برای 
بهینه ســازی توابع ریاضــی کاربردی ندارنــد. در ادامه به 
بعضی از این مقالات اشــاره شده اســت. در مقاله ]4[، یک 

شکل 1: فرآیند الگوریتم ژنتیک

شکل 2: نمایش سلسله مراتبی یک تابع با استفاده از ساختار داده درخت
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روش جدید برای طراحــی تکاملی مدارهای منطقی ترکیبی 
با اســتفاده از الگوریتم ژنتیک ارائه شده است. در این مقاله 
فقط از همتافتگر9 دو در یک به عنوان عملگر اســتفاده شــده 
است؛ زیرا این مقاله بیان می کند که استفاده از یک نوع عملگر 
می تواند هزینه تولید مدارهای منطقی را کاهش دهد. در مقاله 
]5[ نیز، با استفاده از همتافتگر دو در یک و الگوریتم ژنتیک، 
پیچیدگی مدارهای منطقی و تاخیر ناشی از آن ها کاهش یافته 
است. در مقاله ]6[ با استفاده از الگوریتم های تکاملی، روشی 
برای طراحی و بهینه سازی مدارهای منطقی ترتیبی ارائه شده 
است. در این مقاله، با محدود کردن فضای جستجو، متوسط 
تعداد نســل های بعدی را کاهش می دهــد. در مقاله ]7[، دو 
روش جستجوی مبتنی بر جمعیت برای سنترکردن مدارهای 
برگشــت پذیر ارائه شده است. نتایج این مقاله نشان می دهد 
که روش هزینه و زمان ســنتز کاهش یافته است. برخلاف 
مقالات معرفی شده، در مقاله ما روش بهینه سازی با استفاده 
از الگوریتم ژنتیک ارائه می شــود که علاوه بر توابع منطقی، 
می توان از آن برای بهینه ســازی توابع ریاضی گسســته و 

پیوسته نیز استفاده کرد.

4- روش پیشنهادی

روش پیشنهادی در این مقاله، مشابه با سایر روش های 
مرتبط با الگوریتم های ژنتیک، از بخش های مشخصی تشکیل 
شده اســت. مطابق با شــکل 1، این بخش ها شامل ساخت 
جمعیت اولیه، ارزیابی ســطح تناسب، شرط اتمام الگوریتم، 
الگوریتم انتخاب نمونه ها از جمعیت، الگوریتم تقاطع )ترکیب( 
نمونه های انتخاب شــده از جمعیت، و الگوریتم جهش نمونه 
جدید است. در ادامه هر یک از این بخش ها معرفی می شوند.

9- multiplexer

1.4. ساخت جمعیت اولیه

برای ساخت جمعیت اولیه در الگوریتم ژنتیک، ابتدا تعداد 
متغیرها )ورودی ها(، عملگرهای قابل استفاده و حداکثر عمق 
درخت مشخص می شود. سپس به صورت تصادفی، تعدادی 
تابع با مشــخصات گفته شده تولید می شود. در این مقاله از 
ســاختار داده درختی برای نمایش توابع ریاضی و منطقی 
اســتفاده شده است که منجر به ســهولت در برنامه نویسی 
می شــود. جمعیت اولیه مجموعه ای از درخت های تصادفی 
اســت که تنها بــا در نظر گرفتــن محدودیت هایی در زمینه 
تعداد متغیرها، عملگرهای قابل استفاده و عمق درخت ایجاد 
می شــوند. این درخت ها، راه حل های اولیه برای رســیدن به 

راه حل بهینه هستند. 
از شــبه کد شــکل 3 بــرای ســاخت جمعیــت اولیه در 
 روش پیشــنهادی اســتفاده شــده اســت. در این شبه کد، 
Operation_Set و Terminal_Set بــه ترتیب مجموعه ای از 

Depth_ عملگرها و متغیرهای قابل استفاده هستند؛ همچنین
Initial_ .محــدوده عمق درخت را مشــخص می کند Range

Population_Set مجموعه درخت های اولیه تولیدشده بوده 

و Initial_Population_Length حداکثــر تعداد درخت ها در 
جمعیت اولیه است.

بــرای ایجاد درخت به صورت تصادفی، از توابع موجود 
در کتابخانه Graphviz اســتفاده شــده اســت. برای این که 
درخت های تولیدشده معادل توابع ریاضی یا منطقی باشند، 
در تابــع generate_random_tree این طور در نظر گرفته 
شده است که برگ های درخت متغیرها بوده و گره های میانی، 
عملگرها باشــند. در پارامترهای ورودی ایــن تابع، ما تنها 
مشخص می کنیم که برگ ها و عملگرها چه مقادیری می توانند 
داشــته باشند و عمق درخت حداکثر تا چه مقداری می تواند 
پایین برود. برای مثال اگر مجموعه متغیرهای ورودی شامل 

XOR و AND، OR، NOT، NAND جدول 1: جدول درستی دروازه های
XORNANDNOT)Y)ORANDYX

0110000

1001010

101001

001111

جدول 2: مثالی از بهینه سازی توابع ریاضی و منطقی
تابع بهینهتابع اصلینوع تابع

ریاضی

منطقی
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x ،y و z باشد و مجموعه عملگرها شامل جمع، تفریق، ضرب 
و تقسیم باشــد، و عمق درخت حداکثر بتواند سه باشد، این 
تابع برای مثال می تواند درخت هایی که معادل توابع ریاضی 

x+(y+z)، (y-x)*x، x/(z*y) و غیره هستند را تولید کند.

2.4. ارزیابی سطح تناسب و شرط اتمام الگوریتم

از شبه کد شــکل 4 برای محاســبه برازندگی هر یک از 
درخت های موجود در جمعیت، کــه به عنوان راه حل های ما 
برای بهینه سازی تابع ریاضی یا منطقی اصلی در نظر گرفته 
می شــوند، استفاده شده است. در این شبه کد، نتایج به دست 
آمده از هر یک از درخت ها با نتایج به دست آمده از تابع اصلی 
average_fit-مقایسه شده و مقدار برازندگی راه حل در متغیر 

ness قرار می گیرد. برای این منظور، ابتدا مجموعه مقادیری 

که متغیرهای ورودی می توانند داشته باشند، مشخص شده 
و نتایج تابع ریاضی یا منطقی اصلی در آن مجموعه مقادیر 
ورودی محاسبه می شود. سپس به ازای هر درخت موجود 
در جمعیت، که معادل یک تابع ریاضی یا منطقی است، نتایج 
تابع در هر یک از مجموعه مقادیر ورودی محاسبه شده و با 
نتایج تابع اصلی مقایسه می شود. در صورتی که به ازای هر 
مقدار ورودی، نتیجه تابع تولیدشده با تابع اصلی برابر باشد، 
مقــدار متغیــر average_fitness افزایش می یابد. البته برای 

نتایج توابع ریاضی می توان یک درصد خطایی در نظر گرفت 
که با متغیر threshold مشــخص می شود. به عبارت دیگر، 
اگر نتیجه تابع بهینه برای یک مقدار ورودی در محدوده حد 
آستانه نتیجه تابع اصلی در همان مقدار ورودی باشد، نتایج 

دو تابع برابر در نظر گرفته می شوند.
اگر حداقل یکی از average_fitness  های محاسبه شــده 
برای درخت هــای موجود در جمعیت برابر با 100 باشــد، 
به این معنی اســت که راه حل تولیدشده برازندگی یا تناسب 
100درصدی با مقادیر تابع اصلــی دارد. بنابراین الگوریتم 
خاتمه خواهد یافت و راه حل مورد نظر به عنوان راه حل قطعی 

نمایش داده می شود.

3.4. الگوریتم انتخاب نمونه ها از جمعیت

در این مقالــه از الگوریتم انتخاب رقابتــی و ترکیب آن 
با الگوریتم نخبه گرایی فعال برای تحریک بیشــتر پیشرفت 
 N نســل بعدی استفاده شــده اســت. برای این منظور ابتدا
راه حــل به طور تصادفی از بین جمعیت انتخاب می شــود و 
در یک محیط موقت )به عنوان پارامتر دیگر الگوریتم( ذخیره 
می شوند. در این محیط موقت، راه حل هایی که دارای بالاترین 
سطح تناسب هستند برای انجام فرآیند تقاطع یا ترکیب انتخاب 
می شوند. این روش احتمال تولید راه حل های جدید که دارای 

امتیاز بالاتر باشند را بیشتر می کند.

4.4. الگوریتم تقاطع یا ترکیب نمونه های انتخاب شده از 
جمعیت و جهش آن ها

پیچیده ترین قسمت الگوریتم ژنتیک، سازوکار های تقاطع 
یا ترکیب است. بسیاری از عملگرهای ژنتیکی که در این قضیه 
درگیر هســتند برای چنین اقداماتی به صورت مجزا طراحی 
می شــوند. از آنجا که در این مقاله از ســاختار داده درختی 
اســتفاده شده است، امکان استفاده از چندین الگوریتم برای 
 ( )logO n n ادغام، هرس و اصلاح آن ها با ســطح پیچیدگی

فراهم شده است.
برای انجام این فرآیند، ابتــدا دو راه حل از محیط موقت 
1P و  که دارای بالاترین ســطح تناســب هســتند با نام های 

Operation_Set is a set of operators that can be 
used in mathematical functions
Terminal_Set is a set of inputs in mathematical 
functions
Depth_Range is a depth range of trees
Initialize_Population_Length is the length of set 
of initial solutions
Initialize_Population_Set is a set of initial solu-
tions

def generate_population():
    i=0
    Initialize_Population_Set={}
    while (i<Initialize_Population_Length)
         Initialize_Population_Set.add(generate_
random_tree(Operation_Set, Terminal_Set, 
Depth_Range))
         i++

شکل 3: شبه کد استفاده شده برای تولید جمعیت اولیه
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2P انتخاب می شــوند. سپس از طریق یک فرآیند تصادفی، 
2N به عنوان نقطــه تلاقی تولید،  1N و  دو گــره ســازگار 

2P 1P و  علامت گذاری شده و زیردرخت آن ها بین درختان
جابجا می شوند. شرط سازگاری دو درخت فرعی این است 
که در صورت جابجایی آن ها، درخت حاصل معتبر بوده و 
متناسب با پیش فرض های مسئله باشد. به عبارت دیگر، پس 
از جابجایی درختان فرعی، درختان اصلی باید حتماً یک تابع 
ریاضی یا منطقی مناسب باشند. وقتی سازگاری گره ها تأیید 
شــد، می توان ترکیب را آغاز نمود. این الگوریتم دو یا چند 

2N و 1N والد را می گیرد و ســپس درختان فرعی را که از 
شروع شده اند، ترکیب می کند. شکل 5، مثالی از این روند را 

به تصویر می کشد.
پس از هر فرآیند تقاطع یا ترکیب، نســل جدید با احتمال 
بسیار کم )حدود یک درصد( جهش داده می شود. انجام این 
کار به این دلیل است که راه حل های جدیدتری ایجاد شود و 
امکان رسیدن به راه حل ها با بالاترین سطح تناسب امکان پذیر 
باشد. اگر فرآیند جهش را در نظر نگیریم، امکان دارد بعضی 

از راه حل ها هرگز تولید نشــده و مورد ارزیابی قرار نگیرند. 
راه حل جهش یافته نیز باید مطابق با پیش فرض های مسئله، 
معتبر باشــد. به عبــارت دیگر، پس از انجــام فرآیند جهش، 
درخت جهش یافته نیز باید یک تابع ریاضی یا منطقی مناسب 
باشد. مطابق با شــکل 6، برای انجام فرآیند جهش، یک گره 
تصادفی انتخاب شده و یکی از سه فرآیند جهش زیر بر روی 

آن انجام می شود:
افــزودن: تولید یک درخت تصادفی و قــرار دادن آن به . 1

جای گره تصادفی.
حذف کردن: حذف کردن کل زیرشاخه تصادفی و قرار . 2

دادن گره داده به جای آن.
جابه جا کردن: تغییر عملگر گره تصادفی . 3

5- پیاده سازی و ارزیابی روش پیشنهادی

در این بخش برای ارزیابی روش پیشــنهادی، دو مسئله 
بــرای بهینه ســازی توابع ریاضی و منطقی مطرح شــده و 
پیاده سازی می شود و خروجی حاصل از آن ها مورد ارزیابی 
قرار می گیرد. در مسئله اول )بهینه سازی توابع منطقی(، یک 
محدودیت در اســتفاده از دروازۀ XOR مطرح شده و سعی 
می شود فقط با استفاده از دروازۀ NAND، تابع منطقی مشابه 
دروازۀ XOR تولید کرد. در مســئله دوم )بهینه سازی توابع 
ریاضی(، یک تابع ریاضی پیچیده با تعداد زیادی عملگر مطرح 

Value_Terminal_Set is a set of values of each in-
put )Terminal)
Org_Result_Set is a set of results of orginal func-
tion
Gen_Result_Set is a set of results of each gener-
ated function
threshold is an acceptable error range

defcalculate_fitness_for_opulation(population: 
list):
    for individual in population:
        calculate_fitness_for_individual(individual)

def calculate_fitness_for_individual(tree):
     count=0, total=0
for each terminal in Terminal_Set select one 
value from Value_Terminal_Set(terminal) as VT:
         total++
         calculate Org_Result_Set)VT)
         calculate Gen_Result_Set)VT)

if Org_Result_Set)VT) is equal to Gen_Result_
Set)VT)±threshold

              count++
     average_fitness=(count/total)*100

شکل 4: شبه کد ارزیابی سطح تناسب هر نمونه از جمعیت

شکل 5: استفاده از الگوریتم تقاطع یا ترکیب بر روی دو والد و تولید دو 
فرزند متمایز
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شــده و سعی می شود این تابع را با یک تابع معادل با تعداد 
کمتری عملگر، پیاده سازی کرد.

1.5. بهینه سازی توابع منطقی

مسئله مطرح شــده برای این بخش، تعریف تابعی برای 
پیاده ســازی دروازۀ XOR، فقط با اســتفاده از دروازه های 
NAND اســت. در جدول 1، جدول درســتی ایــن دروازه ها 

ارائه شده است. به عبارت دیگر، برای حل مسئله XOR با دو 
ورودی و یک خروجی، تابعی از میان نمونه های موجود در 
جمعیت جســتجو می شود که فقط از دروازۀ NAND تشکیل 

شده باشد و جدول درستی دروازۀ XOR را تأمین کند.
معیار اصلی برازندگی یا تناسب در این مسئله، رسیدن 
راه حل به جدول درســتی دروازۀ XOR است. برای ارزیابی 
تناسب، بررسی می شود که یک راه حل به چه میزان توانسته 

اســت جدول درســتی دروازۀ XOR را تامین کند. بنابراین 
در مســئله XOR با دو ورودی، هر چهار ترکیب یک و صفر 
مورد بررســی قرار می گیرند تا مشــاهده شــود چه تعداد 
از ایــن ترکیب ها با خروجــی مربوطه مطابقــت دارند. در 
صورتــی که هیچ یک از راه حل های مورد بررســی، به طور 
کامــل جدول درســتی دروازۀ XOR را تامین نکنند، از میان 
راه حل های موجود، راه حلی که ســطح تناسب بالاتری دارد، 
برای تولید راه حل های بعدی انتخاب می شود. اگر یک راه حل 
به سطح تناســب 100درصدی برسد، به این معنی است که 
یک راه حل برای دروازۀ XOR یافت شــده است که صرفاً از 
دروازۀ NAND استفاده کرده است. در این مسئله، مجموعه 
متغیرهای ورودی شــامل X و Y بوده و مجموعه عملگرها 
فقط شــامل دروازۀ NAND است. حداکثر عمق درخت برابر 
با چهار در نظر گرفته شــده است و مقدار حد آستانه برابر 
با صفر است، چون مقادیر متغیرهای منطقی فقط می توانند 

صفر یا یک باشند.
در مرحله پیاده سازی مسئله دروازۀ XOR، تنها با گذراندن 
18 نسل امکان رسیدن به یک راه حل قطعی فراهم شده است. 
بدون هیچ گونه تنظیم دقیــق و تعدیل بیش از حد پارامترها، 
مداری از دروازۀ XOR کشــف شده که فقط از چهار دروازۀ 
NAND ساخته شده است. نتایج به صورت شکل 7 نشان داده 

شده است. در شکل 7، شاهد 4 دروازۀ NAND )2 دروازه در 
عمق ســوم در واقع یک دروازه هستند که ورودی مشابهی 
به لایه بالایی خود وارد می کنند( هســتیم که می توانند با این 
چینش ورودی ها تمام 4 پاســخ مدنظر برای دروازۀ XOR را 
تولید کنند. شکل 7 تنها یکی از فرزندانی است که در نسل 18 
الگوریتم ژنتیک تولید شده اســت اما تنها این فرزند در این 

نسل توانست به سطح تناسب 100درصدی برسد.

2.5. بهینه سازی توابع ریاضی

مســئله مطرح شــده برای این بخش، بهنیه ســازی تابع 
ریاضی  به تابعی اســت که تعداد عملگر 
کمتری داشته باشــد. همان طور که مشاهده می شود، تابع 
اصلی دارای شــش عملگر است )دو عملگر توان، دو جمع و 

شکل 6: فرآیندهای جهش درخت )1( افزودن )2( حذف کردن )3( جابجا 
کردن
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دو ضرب(. هدف این است که این تابع را با یک تابع معادل با 
تعداد کمتری عملگر، تبدیل کنیم.

معیار اصلی برازندگی یا تناسب در این مسئله، رسیدن 
راه حل به نتایج تابع اصلی در مقادیر ورودی مشــابه است. 
از آنجایی که متغیرهای ریاضی می توانند مقادیر صحیح و 
اعشاری و همچنین مثبت و منفی داشته باشند، در این مسئله 
با دو ورودی، چندین ترکیب از مقادیر ممکن مورد بررسی 
قرار می گیرند تا مشــاهده شود چه تعداد از این ترکیب ها با 
خروجی تابع اصلی مطابقت دارند. در صورتی که هیچ یک از 
راه حل های مورد بررسی، به طور کامل خروجی تابع اصلی 
را تامین نکنند، از میان راه حل های موجود، راه حلی که سطح 
تناســب بالاتری دارد، برای تولید راه حل های بعدی انتخاب 
می شود. اگر یک راه حل به سطح تناسب 100درصدی برسد، 
به این معنی اســت که یک راه حل برای تابع اصلی پیدا شده 
 Y و X است. در این مسئله، مجموعه متغیرهای ورودی شامل
بوده و مجموعه عملگرها شامل جمع، تفریق، ضرب و تقسیم 
و توان است. حداکثر عمق درخت برابر با چهار در نظر گرفته 

شده است و مقدار حد آستانه برابر با صفر است.
در مرحله پیاده ســازی مسئله بهینه سازی تابع ریاضی 
، تنها با گذراندن 3 نسل امکان رسیدن به 
یک راه حل قطعی فراهم شده است. بدون هیچ گونه تنظیم دقیق 
و تعدیل بیش از حد پارامترها، تابع  کشف شده که 
فقط از دو عملگر ریاضی ساخته شده و نتایج آن کاملًا با تابع 

اصلی مطابقت دارد.

6- نتیجه گیری

اکثر روش هــای موجود از الگوریتم هــای ژنتیک برای 
بهینه ســازی مدارهــای منطقی اســتفاده می کننــد و برای 
بهینه ســازی توابع ریاضی کاربردی ندارنــد. در این مقاله 
نشان داده شد که چگونه الگوریتم ژنتیک می تواند برای تولید 
توابع ریاضی و منطقی بهینه مورد اســتفاده قرار گیرد. در 
این روش، امکان در نظر گرفتن انواع مختلفی از محدودیت ها 
از جمله تعداد متغیرها، تعداد عملگرها و حداکثر عمق توابع 
وجود دارد. نمایش توابع به صورت ساختار داده درخت برای 
یافتن توابع بهینه بسیار با اهمیت است. اگرچه توابع با ابعاد و 
پیچیدگی بالاتر برای تقریب کمی وقت گیر هستند، اما می توان 
با انجام محاسبات موازی، سرعت الگوریتم را تقویت نمود. 
به عنــوان کار آینده می توان به این موضوع اشــاره کرد که 
به جای فرآیندهای تصادفی که در روش پیشنهادی استفاده 
شد، فرآیندهای هوشمندانه تعریف و استفاده شود تا سرعت 

رسیدن به نتایج دلخواه، بیشتر گردد.
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