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چكيده 

یک زیرگراف رأس القایی محدود از یک  gG گــراف توری
∞G است که مجموعه رئوس آن تمام  گراف توری نامتناهی
نقاط صفحه با مختصات صحیح اســت و دو رأس از طریق 
یالی به هم متصل هستند ، اگر و تنها اگر فاصله اقلیدسی بین 
آن ها یک باشد. مسئله مسیر همیلتونی مشخص می کند که آیا 
یک گراف شامل یک مسیر ساده است که در آن هر رأس از 
گراف دقیقاً یک بار ملاقات شود. این مسئله برای گراف های 
عمومی و همچنین برای گراف های توری عمومی یک مسئله 
NP   -کامل اســت. در این مقاله ، مسئله مسیر همیلتونی بین 

t   برای گراف های توری مســتطیلی با  s   و دو رأس معیــن
L   -شــکل به طوری که اندازه کل گراف فرد است  یک حفره 
را بررســی می کنیم. در ابتدا شرایط لازم برای وجود مسیر 
t   را بیان می کنیــم و در ادامه  s   و   همیلتونی بیــن دو رأس
الگوریتم زمان خطی برای ســاخت مسیر همیلتونی را ارائه 
می دهیم. الگوریتم بیان شــده در این مقاله به روش تقسیم 
و غلبه مســئله را حل می کند ، به این صورت که ابتدا   گراف 
را بــه تعدادی زیرگراف افراز می کند ، ســپس در هر کدام از 
زیرگراف ها مســیر همیلتونی یا دور همیلتونی را به دســت 

می آورد و در پایان با ترکیب آن ها، مســیر همیلتونی در کل 
گراف ساخته می شود. 

NP   -کامل، گراف توری،  كليدواژهها: مسیر همیلتونی، 
گراف توری مستطیلی با یک حفره L-شکل 

1. مقدمه 

مسئله مســیر همیلتونی، یعنی پیدا کردن مسیری ساده 
در گــراف به طوری که هر رأس دقیقا یکبار ملاقات شــود، 
یکی از مهم ترین مسائل در نظریه گراف است و کاربردهای 
NP   -کامل  بســیاری دارد ]3,2,1[. این مسئله یکی از مسائل
مشــهور در نظریه گراف اســت که ثابت شــده است برای 
NP   -کامل است ]2[ همچنین برای برخی  گراف های عمومی
از رده های گراف  مانند گراف تــوری عمومی]4[،گراف های 
مســطح]5[، گراف های جهت دار]2[ نیز ثابت شــده است که
NP   -کامل اســت و تنها تعداد بسیار اندکی الگوریتم زمان 

چندجمله ای در رده های خاصی از گراف ها برای این مسئله 
ارائه شــده است. با وجود کاربردهای زیاد برای این مسئله، 
هنوز برای بســیاری از رده های گراف ، این مسئله باز است. 
در این مقالــه، روی گراف های توری تمرکز می کنیم. گراف 
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∞G یک گراف نامتناهی غیرجهت دار است که مجموعه  توری
رئوس آن نقــاط صفحه با مختصات صحیح اســت و بین 
دو رأس آن یــک یال وجود دارد اگر فاصله اقلیدوســی بین 
آن ها یک باشــد. گــراف توری، یک زیرگــراف رأس القایی 
∞G اســت. گراف توری بدون  محدود از یک گراف نامتناهی
حفره یک گراف توری اســت که هیچ حفره ای نداشته باشد. 
گراف توری مســتطیلی یک گراف توری اســت که توسط 
 یک مســتطیل موازی محور محدود شده است. گراف توری

-شکل، یک گراف توری مستطیلی است که یک زیرگراف  L

توری مستطیلی از یکی از گوشه های آن حذف شده است.  
پیدا کردن مســیر همیلتونی در گراف های توری دارای 
کاربردهای زیادی است. اگر بخواهیم به یکی از کاربردهای 
این مســئله اشــاره کنیم می توانیم یکــی از مباحث مهم در 
طراحی و ارزیابی شبکه های ارتباطی در پردازش موازی را 
در نظر بگیریم که مطالعه این موضوع است که چقدر خوب 
می توان شبکه های موجود دیگر را در این شبکه )توری( تعبیه 
کرد ]1[. یکی دیگر از کاربردهای این مســئله، استفاده از آن 
برای روبات های جاروب کننده خودکار است. سطح کف یک 
ســاختمان را می توان به صورت موزائیک بندی شده فرض 
کرد و یک روبات جاروب کننده که باید همه این موزائیک ها 
را جــاروب کند. برای انجام این جاروب، می توان دوگان این 
سطح موزائیک شده که یک گراف توری است را در نظر گرفت 
و مســیر همیلتونی در آن را پیدا کــرد. اگر روبات روی این 
مسیر همیلتونی حرکت کند کل سطح کف ساختمان جاروب 
می شــود. اگر در کف ساختمان موانعی مثل نورگیر و غیره 

وجود داشته باشد، آنگاه گراف توری حفره دار خواهد بود. 
ایتای و همکارانش]4[، ثابت کردند که مسئله مسیر همیلتونی 
-کامل است. همچنین شرایط  NPدر گراف های توری عمومی
لازم و کافی برای وجود مسیر همیلتونی در گراف های توری 
مستطیلی را به دست آوردند و یک الگوریتم زمان خطی برای 
پیدا کردن مسیر ارائه کردند. چن و همکارانش]6[، الگوریتم 
ارائه شــده در ]4[ را بهبود بخشیدند و یک الگوریتم موازی 
برای مسئله مسیر همیلتونی در گراف های توری مستطیلی 

ارائه کردند. کشــاورز کوهجردی و باقری]7[، یک الگوریتم 
زمان خطی برای مســئله مسیر همیلتونی در ردۀ خاصی از 
L و ،C ، F گراف  های توری )گراف های توری الفبایی( مانند

E ارائه کردند. همچنین آن ها ]11،10،9،8[، یک الگوریتم زمان 

خطی برای مسائل مسیر و دور همیلتونی در گراف های توری 
مستطیلی که یک حفره مستطیلی از آن حذف شده است، ارائه 
کردند. در ]12[، شــرایط لازم برای وجود مســیر همیلتونی 
 در حالت خاصی از گراف های توری مستطیلی با یک حفره

، بررسی شده است. 1a c= = 1a یا b= = L -شکل، که 
در این مقاله، مسئله مسیر همیلتونی بین دو رأس معین

L -شکل  t در گراف های توری مســتطیلی با یک حفره s و

d هر دو زوج  b و x, و xs t d≤ که اندازه کل گراف فرد اســت،
هستند را بررسی می کنیم )شکل)1((.

ســاختار مقاله به این صورت است: در بخش2، تعاریف 
و نتایج قبلی بیان شــده است. در بخش3، شرایط لازم برای 
وجود مســیر همیلتونی در گراف های توری مســتطیلی با 
-شــکل به طوری که اندازه کل گراف فرد است،  L یک حفره
بیان شــده است. در بخش 4، یک الگوریتم زمان خطی برای 
t ارائه شده است.   s و پیدا کردن مســیر بین دو رأس معین

نتیجه گیری نیز در بخش4 بیان شده است. 

2. تعاریف مقدماتی

در این بخش، تعاریف و نتایجی که در سرتاسر مقاله به 
آن نیاز داریم  را بیان می کنیم.

، یک زیرگراف رأس القایی محدود از یک  gG گراف توری
∞G است. یکی از ویژگی های گراف های توری،  گراف نامتناهی
مسطح بودن آن ها اســت و ویژگی دیگر آن ها این است که 
درجه هر رأس در آن حداکثر چهار اســت. هر وجه از گراف 
توری، یک سلول نامیده می شود. هر وجه متناهی که سلول 
نباشــد، یک حفره  نامیده می شود. شکل)1( یک گراف توری 
حفره دار را نشــان می دهد. گراف توری بدون حفره، گراف 

توری است که حفره نداشته باشد )شکل)2((. 
) یک گــراف توری بــا مجموعه  , )gG V E= فــرض کنید
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v  یک رأس  V باشد. فرض کنید E و مجموعه رئوس یال های
deg  نشــان  ( )ree v v  را با   gG  باشــد. درجه رأس  دلخواه از 
 w v�~w v� gG را با w  در می دهیم.  همچنیــن دو رأس مجاور  و
2 را موازی نامیده  2( , )u v 1 و  1( , )u v نشــان می دهیم.  دو یــال 
 ) 1u 1v )متناظراً  2u و  ( مجاور با  1v 1u )متناظراً  می شــود اگر 

2v باشد. مجاور با 
x و yv به ترتیب مختصات xv و v فرض کنید برای رأس
y آن متناظر در صفحه مختصات باشد و آن را به صورت

) نشان می دهیم. گراف های توری، گراف هایی دوبخشی  , )x yv v

هستند ]4[. گراف های دوبخشی دو رنگ پذیر هستند، بنابراین، 
گراف های توری را با دو رنگ ســیاه و ســفید رنگ آمیزی 
BV و رئوس سفید را  می کنیم. در این مقاله، رئوس سیاه را با
v را با  x زوج باشد آنگاه رأس yv v+ WV نشان می دهیم،  اگر با
v را  رنگ سفید رنگ آمیزی می کنیم؛ در غیر این صورت رأس
با رنگ سیاه رنگ آمیزی می کنیم. اندازه یک گراف توری برابر 

| نشان می دهیم. |gG تعداد رئوس آن است و با 
از آنجایی که گراف های توری دوبخشی هستند و با دو 
رنگ سیاه و سفید رنگ آمیزی می شوند، بنابراین رنگ رئوس 
به طور متناوب بین ســیاه و ســفید در حال تغییر است. در 
نتیجه، در هر مســیر یا دور هیچ یالی بین دو رأس همرنگ 
وجود ندارد. تعداد رئوس سیاه و سفید در گراف توری ممکن 
است متفاوت باشد. رنگ اکثریت یعنی رنگی که تعداد رئوس 
بیشتری با آن رنگ آمیزی شده  است و رنگ اقلیت یعنی رنگی 

که تعداد رئوس کمتری با آن رنگ آمیزی شده است. 
 t gG بــا دو رأس معینs و تعریــف1]4[: گراف توری

سازگار-رنگی است اگر 

t رنگ متفاوت داشته باشند.   s و  | باشد و | | |B WV V=

t رنگ اکثریت داشته باشند.   s و  || باشد و  | | || 1B WV V− =

( یعنی تعداد  || | | || 1B WV V− = | )متناظراً  | | |B WV V= فرض کنید
رئوس ســیاه با تعداد رئوس ســفید برابر )متناظراً اختلاف 
تعداد رئوس سیاه و ســفید دقیقا یک( باشد. آنگاه دو رأس 
پایانی هر مسیر همیلتونی در گراف باید رنگ متفاوت )متناظرا 
رنگ اکثریت( داشته باشند. در نتیجه، سازگاری-رنگی رئوس

t شرط لازم برای وجود مسیر همیلتونی در گراف های  s و

توری است.
) یک گراف توری مستطیلی با مجموعه  , )R m n فرض کنید
} باشــد. یعنــی، گراف  }( ) |1 ,1x yV R v v m v n= ≤ ≤ ≤ ≤ رئوس
n ســتون از گراف توری  m سطر و ) شــامل , )R m n توری
R(6,7) را نشان  ∞G است. شکل)3( یک گراف توری نامتناهی
L -مستطیل گوییم اگر  می دهد. یک گراف توری مستطیلی را
k باشد. اندازه یک گراف توری زوج است اگر n= k یا  m=

| باشــد، همچنین اندازه گراف توری فرد است اگر  | | |B WV V=

|| باشــد. در این مقاله، مختصات رأس )1,1( را  | | || 1B WV V− =

گوشه بالا سمت چپ در نظر می گیریم )شکل)4((. 
) نشــان  , ; , )L m n k l -شــکل که آن را با  L گراف توری 
) است که یک  , )R m n می دهیم، یک گراف توری مســتطیلی 
) از یک گوشــه آن حذف  , )R k l زیرگراف توری مســتطیلی

شده باشد )شکل )4((.
-شــکل  L گــراف تــوری مســتطیلی بــا یــک حفره
، یک گراف توری مستطیلی است که  1 1( , ; , , , ; , , , )m n m n k l a b c dℜ

-شکل از آن حذف شده است به طوری  L یک زیرگراف توری
که زیرگراف حذف شده با گراف توری مستطیلی هیچ مرز 

شكل 2: گراف توری بدون حفرهشكل 1: گراف توری حفره دار

  یکی از  شکل، یک گراف توري مستطیلی است که یک زیرگراف توري مستطیلی از-Lگراف توري   محور محدود شده است.   ي مواز
  . شده است هاي آن حذف گوشه 

اشاره    مسئلههاي توري داراي کاربردهاي زیادي است. اگر بخواهیم به یکی از کاربردهاي این  پیدا کردن مسیر همیلتونی در گراف
هاي ارتباطی در پردازش موازي را در نظر بگیریم که مطالعه این توانیم یکی از مباحث مهم در طراحی و ارزیابی شبکه کنیم می 

از کاربردهاي این   دیگر  یکی.  [1]هاي موجود دیگر را در این شبکه (توري) تعبیه کرد  توان شبکه قدر خوب می موضوع است که چ
بندي شده  موزائیک  صورتبهتوان  کننده خودکار است. سطح کف یک ساختمان را می   بهاي جاروباتو، استفاده از آن براي رمسئله

ان دوگان این سطح  توکند. براي انجام این جاروب، می  بها را جاروهمه این موزائیکباید که کننده  بجارو روباتفرض کرد و یک  
روي این مسیر همیلتونی    روباتدر نظر گرفت و مسیر همیلتونی در آن را پیدا کرد. اگر  را  که یک گراف توري است  موزائیک شده  

مثل نورگیر و غیره وجود داشته باشد، آنگاه گراف    شود. اگر در کف ساختمان موانعی می  بحرکت کند کل سطح کف ساختمان جارو
 دار خواهد بود.  توري حفره

کامل است. همچنین شرایط لازم و -NPهاي توري عمومیمسیر همیلتونی در گراف   مسئله که    ]، ثابت کردند4ایتاي و همکارانش[
 پیدا کردن مسیرآوردند و یک الگوریتم زمان خطی براي    دستبههاي توري مستطیلی را  کافی براي وجود مسیر همیلتونی در گراف

میلتونی  مسیر ه  مسئله] را بهبود بخشیدند و یک الگوریتم موازي براي  4ارائه شده در [  ]، الگوریتم6ارائه کردند. چن و همکارانش[
مسیر همیلتونی در   مسئلهیک الگوریتم زمان خطی براي  ]،  7هاي توري مستطیلی ارائه کردند. کشاورز کوهجردي و باقري[گرافدر  
گراف  ةرد از  (گرافخاصی  توري  مانند هاي  الفبایی)  توري  آن.  کردندارائه    Eو  F،C،Lهاي  یک ]،  11،10،9،8[ها  همچنین 

که یک حفره مستطیلی از آن حذف شده   هاي توري مستطیلیل مسیر و دور همیلتونی در گرافئالگوریتم زمان خطی براي مسا
- Lتوري مستطیلی با یک حفره    هاي حالت خاصی از گراف  همیلتونی دربراي وجود مسیر  ]، شرایط لازم  12در [  ارائه کردند.است،  

1aکه   کل،ش b= 1aیا = c=  ، بررسی شده است. =
اندازه کل    که  شکل-Lتوري مستطیلی با یک حفره  هاي در گراف  tو  sمعین بین دو رأس  مسیر همیلتونی  مسئله،  مقالهدر این  

x,، گراف فرد است xs t d≤ وb  وd 1کنیم (شکل(بررسی می را  هر دو زوج هستند.(( 
است:   این صورت  به  مقاله  قبلی  2در بخشساختار  نتایج  و  تعاریف  بخش  بیان،  است. در  براي وجود مسیر   ، شرایط لازم3شده 

  ، 4در بخش    شده است.   بیان  اندازه کل گراف فرد است، ي که  طوربه شکل  -Lتوري مستطیلی با یک حفره  هاي گرافهمیلتونی در  
شده  بیان    4گیري نیز در بخشنتیجه  ارائه شده است.    tو  sیک الگوریتم زمان خطی براي پیدا کردن مسیر بین دو رأس معین

 .  است
 تعاریف مقدماتی. 2

 . میکن ی م  را بیان  میدار ازیمقاله به آن نسرتاسر که در  یجیو نتا فیتعار ،بخش نیدر ا
هاي توري، مسطح بودن  هاي گرافیکی از ویژگی.  است   ∞Gیک زیرگراف رأس القایی محدود از یک گراف نامتناهی  ،gGگراف توري 

هر وجه از گراف توري، یک سلول نامیده ها این است که درجه هر رأس در آن حداکثر چهار است.  ها است و ویژگی دیگر آنآن
گراف توري   دهد.دار را نشان می) یک گراف توري حفره1شکل(  شود.نامیده می   متناهی که سلول نباشد، یک حفره  شود. هر وجهمی 

 )).  2(شکل( گراف توري است که حفره نداشته باشد ،بدون حفره
 

  
 گراف توري بدون حفره: 2لکش  دار گراف توري حفره : 1لکش 

 
)فرض کنید  , )gG V E=  هاي یک گراف توري با مجموعه یالE  و مجموعه رئوسV  فرض کنید .  باشدv    رأس دلخواه ازیکgG    .باشد

degبا  را    vرأس  درجه ( )ree v   مجاور   دو رأسهمچنین    دهیم.  نشان میv  وw  درgG  را باw v   1دو یال      .دهیمنشان می 1( , )u v   و

  یکی از  شکل، یک گراف توري مستطیلی است که یک زیرگراف توري مستطیلی از-Lگراف توري   محور محدود شده است.   ي مواز
  . شده است هاي آن حذف گوشه 

اشاره    مسئلههاي توري داراي کاربردهاي زیادي است. اگر بخواهیم به یکی از کاربردهاي این  پیدا کردن مسیر همیلتونی در گراف
هاي ارتباطی در پردازش موازي را در نظر بگیریم که مطالعه این توانیم یکی از مباحث مهم در طراحی و ارزیابی شبکه کنیم می 

از کاربردهاي این   دیگر  یکی.  [1]هاي موجود دیگر را در این شبکه (توري) تعبیه کرد  توان شبکه قدر خوب می موضوع است که چ
بندي شده  موزائیک  صورتبهتوان  کننده خودکار است. سطح کف یک ساختمان را می   بهاي جاروباتو، استفاده از آن براي رمسئله

ان دوگان این سطح  توکند. براي انجام این جاروب، می  بها را جاروهمه این موزائیکباید که کننده  بجارو روباتفرض کرد و یک  
روي این مسیر همیلتونی    روباتدر نظر گرفت و مسیر همیلتونی در آن را پیدا کرد. اگر  را  که یک گراف توري است  موزائیک شده  

مثل نورگیر و غیره وجود داشته باشد، آنگاه گراف    شود. اگر در کف ساختمان موانعی می  بحرکت کند کل سطح کف ساختمان جارو
 دار خواهد بود.  توري حفره

کامل است. همچنین شرایط لازم و -NPهاي توري عمومیمسیر همیلتونی در گراف   مسئله که    ]، ثابت کردند4ایتاي و همکارانش[
 پیدا کردن مسیرآوردند و یک الگوریتم زمان خطی براي    دستبههاي توري مستطیلی را  کافی براي وجود مسیر همیلتونی در گراف

میلتونی  مسیر ه  مسئله] را بهبود بخشیدند و یک الگوریتم موازي براي  4ارائه شده در [  ]، الگوریتم6ارائه کردند. چن و همکارانش[
مسیر همیلتونی در   مسئلهیک الگوریتم زمان خطی براي  ]،  7هاي توري مستطیلی ارائه کردند. کشاورز کوهجردي و باقري[گرافدر  
گراف  ةرد از  (گرافخاصی  توري  مانند هاي  الفبایی)  توري  آن.  کردندارائه    Eو  F،C،Lهاي  یک ]،  11،10،9،8[ها  همچنین 

که یک حفره مستطیلی از آن حذف شده   هاي توري مستطیلیل مسیر و دور همیلتونی در گرافئالگوریتم زمان خطی براي مسا
- Lتوري مستطیلی با یک حفره    هاي حالت خاصی از گراف  همیلتونی دربراي وجود مسیر  ]، شرایط لازم  12در [  ارائه کردند.است،  

1aکه   کل،ش b= 1aیا = c=  ، بررسی شده است. =
اندازه کل    که  شکل-Lتوري مستطیلی با یک حفره  هاي در گراف  tو  sمعین بین دو رأس  مسیر همیلتونی  مسئله،  مقالهدر این  

x,، گراف فرد است xs t d≤ وb  وd 1کنیم (شکل(بررسی می را  هر دو زوج هستند.(( 
است:   این صورت  به  مقاله  قبلی  2در بخشساختار  نتایج  و  تعاریف  بخش  بیان،  است. در  براي وجود مسیر   ، شرایط لازم3شده 

  ، 4در بخش    شده است.   بیان  اندازه کل گراف فرد است، ي که  طوربه شکل  -Lتوري مستطیلی با یک حفره  هاي گرافهمیلتونی در  
شده  بیان    4گیري نیز در بخشنتیجه  ارائه شده است.    tو  sیک الگوریتم زمان خطی براي پیدا کردن مسیر بین دو رأس معین

 .  است
 تعاریف مقدماتی. 2

 . میکن ی م  را بیان  میدار ازیمقاله به آن نسرتاسر که در  یجیو نتا فیتعار ،بخش نیدر ا
هاي توري، مسطح بودن  هاي گرافیکی از ویژگی.  است   ∞Gیک زیرگراف رأس القایی محدود از یک گراف نامتناهی  ،gGگراف توري 

هر وجه از گراف توري، یک سلول نامیده ها این است که درجه هر رأس در آن حداکثر چهار است.  ها است و ویژگی دیگر آنآن
گراف توري   دهد.دار را نشان می) یک گراف توري حفره1شکل(  شود.نامیده می   متناهی که سلول نباشد، یک حفره  شود. هر وجهمی 

 )).  2(شکل( گراف توري است که حفره نداشته باشد ،بدون حفره
 

  
 گراف توري بدون حفره: 2لکش  دار گراف توري حفره : 1لکش 

 
)فرض کنید  , )gG V E=  هاي یک گراف توري با مجموعه یالE  و مجموعه رئوسV  فرض کنید .  باشدv    رأس دلخواه ازیکgG    .باشد

degبا  را    vرأس  درجه ( )ree v   مجاور   دو رأسهمچنین    دهیم.  نشان میv  وw  درgG  را باw v   1دو یال      .دهیمنشان می 1( , )u v   و
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v  یک رأس  V باشد. فرض کنید E و مجموعه رئوس یال های
deg  نشــان  ( )ree v v  را با   gG  باشــد. درجه رأس  دلخواه از 
 w v�~w v� gG را با w  در می دهیم.  همچنیــن دو رأس مجاور  و
2 را موازی نامیده  2( , )u v 1 و  1( , )u v نشــان می دهیم.  دو یــال 
 ) 1u 1v )متناظراً  2u و  ( مجاور با  1v 1u )متناظراً  می شــود اگر 

2v باشد. مجاور با 
x و yv به ترتیب مختصات xv و v فرض کنید برای رأس
y آن متناظر در صفحه مختصات باشد و آن را به صورت

) نشان می دهیم. گراف های توری، گراف هایی دوبخشی  , )x yv v

هستند ]4[. گراف های دوبخشی دو رنگ پذیر هستند، بنابراین، 
گراف های توری را با دو رنگ ســیاه و ســفید رنگ آمیزی 
BV و رئوس سفید را  می کنیم. در این مقاله، رئوس سیاه را با
v را با  x زوج باشد آنگاه رأس yv v+ WV نشان می دهیم،  اگر با
v را  رنگ سفید رنگ آمیزی می کنیم؛ در غیر این صورت رأس
با رنگ سیاه رنگ آمیزی می کنیم. اندازه یک گراف توری برابر 

| نشان می دهیم. |gG تعداد رئوس آن است و با 
از آنجایی که گراف های توری دوبخشی هستند و با دو 
رنگ سیاه و سفید رنگ آمیزی می شوند، بنابراین رنگ رئوس 
به طور متناوب بین ســیاه و ســفید در حال تغییر است. در 
نتیجه، در هر مســیر یا دور هیچ یالی بین دو رأس همرنگ 
وجود ندارد. تعداد رئوس سیاه و سفید در گراف توری ممکن 
است متفاوت باشد. رنگ اکثریت یعنی رنگی که تعداد رئوس 
بیشتری با آن رنگ آمیزی شده  است و رنگ اقلیت یعنی رنگی 

که تعداد رئوس کمتری با آن رنگ آمیزی شده است. 
 t gG بــا دو رأس معینs و تعریــف1]4[: گراف توری

سازگار-رنگی است اگر 

t رنگ متفاوت داشته باشند.   s و  | باشد و | | |B WV V=

t رنگ اکثریت داشته باشند.   s و  || باشد و  | | || 1B WV V− =

( یعنی تعداد  || | | || 1B WV V− = | )متناظراً  | | |B WV V= فرض کنید
رئوس ســیاه با تعداد رئوس ســفید برابر )متناظراً اختلاف 
تعداد رئوس سیاه و ســفید دقیقا یک( باشد. آنگاه دو رأس 
پایانی هر مسیر همیلتونی در گراف باید رنگ متفاوت )متناظرا 
رنگ اکثریت( داشته باشند. در نتیجه، سازگاری-رنگی رئوس
t شرط لازم برای وجود مسیر همیلتونی در گراف های  s و

توری است.
) یک گراف توری مستطیلی با مجموعه  , )R m n فرض کنید
} باشــد. یعنــی، گراف  }( ) |1 ,1x yV R v v m v n= ≤ ≤ ≤ ≤ رئوس
n ســتون از گراف توری  m سطر و ) شــامل , )R m n توری
R(6,7) را نشان  ∞G است. شکل)3( یک گراف توری نامتناهی
L -مستطیل گوییم اگر  می دهد. یک گراف توری مستطیلی را
k باشد. اندازه یک گراف توری زوج است اگر n= k یا  m=

| باشــد، همچنین اندازه گراف توری فرد است اگر  | | |B WV V=

|| باشــد. در این مقاله، مختصات رأس )1,1( را  | | || 1B WV V− =

گوشه بالا سمت چپ در نظر می گیریم )شکل)4((. 
) نشــان  , ; , )L m n k l -شــکل که آن را با  L گراف توری 
) است که یک  , )R m n می دهیم، یک گراف توری مســتطیلی 
) از یک گوشــه آن حذف  , )R k l زیرگراف توری مســتطیلی

شده باشد )شکل )4((.
-شــکل  L گــراف تــوری مســتطیلی بــا یــک حفره
، یک گراف توری مستطیلی است که  1 1( , ; , , , ; , , , )m n m n k l a b c dℜ

-شکل از آن حذف شده است به طوری  L یک زیرگراف توری
که زیرگراف حذف شده با گراف توری مستطیلی هیچ مرز 

شكل 2: گراف توری بدون حفرهشكل 1: گراف توری حفره دار

  یکی از  شکل، یک گراف توري مستطیلی است که یک زیرگراف توري مستطیلی از-Lگراف توري   محور محدود شده است.   ي مواز
  . شده است هاي آن حذف گوشه 

اشاره    مسئلههاي توري داراي کاربردهاي زیادي است. اگر بخواهیم به یکی از کاربردهاي این  پیدا کردن مسیر همیلتونی در گراف
هاي ارتباطی در پردازش موازي را در نظر بگیریم که مطالعه این توانیم یکی از مباحث مهم در طراحی و ارزیابی شبکه کنیم می 

از کاربردهاي این   دیگر  یکی.  [1]هاي موجود دیگر را در این شبکه (توري) تعبیه کرد  توان شبکه قدر خوب می موضوع است که چ
بندي شده  موزائیک  صورتبهتوان  کننده خودکار است. سطح کف یک ساختمان را می   بهاي جاروباتو، استفاده از آن براي رمسئله

ان دوگان این سطح  توکند. براي انجام این جاروب، می  بها را جاروهمه این موزائیکباید که کننده  بجارو روباتفرض کرد و یک  
روي این مسیر همیلتونی    روباتدر نظر گرفت و مسیر همیلتونی در آن را پیدا کرد. اگر  را  که یک گراف توري است  موزائیک شده  

مثل نورگیر و غیره وجود داشته باشد، آنگاه گراف    شود. اگر در کف ساختمان موانعی می  بحرکت کند کل سطح کف ساختمان جارو
 دار خواهد بود.  توري حفره

کامل است. همچنین شرایط لازم و -NPهاي توري عمومیمسیر همیلتونی در گراف   مسئله که    ]، ثابت کردند4ایتاي و همکارانش[
 پیدا کردن مسیرآوردند و یک الگوریتم زمان خطی براي    دستبههاي توري مستطیلی را  کافی براي وجود مسیر همیلتونی در گراف

میلتونی  مسیر ه  مسئله] را بهبود بخشیدند و یک الگوریتم موازي براي  4ارائه شده در [  ]، الگوریتم6ارائه کردند. چن و همکارانش[
مسیر همیلتونی در   مسئلهیک الگوریتم زمان خطی براي  ]،  7هاي توري مستطیلی ارائه کردند. کشاورز کوهجردي و باقري[گرافدر  
گراف  ةرد از  (گرافخاصی  توري  مانند هاي  الفبایی)  توري  آن.  کردندارائه    Eو  F،C،Lهاي  یک ]،  11،10،9،8[ها  همچنین 

که یک حفره مستطیلی از آن حذف شده   هاي توري مستطیلیل مسیر و دور همیلتونی در گرافئالگوریتم زمان خطی براي مسا
- Lتوري مستطیلی با یک حفره    هاي حالت خاصی از گراف  همیلتونی دربراي وجود مسیر  ]، شرایط لازم  12در [  ارائه کردند.است،  

1aکه   کل،ش b= 1aیا = c=  ، بررسی شده است. =
اندازه کل    که  شکل-Lتوري مستطیلی با یک حفره  هاي در گراف  tو  sمعین بین دو رأس  مسیر همیلتونی  مسئله،  مقالهدر این  

x,، گراف فرد است xs t d≤ وb  وd 1کنیم (شکل(بررسی می را  هر دو زوج هستند.(( 
است:   این صورت  به  مقاله  قبلی  2در بخشساختار  نتایج  و  تعاریف  بخش  بیان،  است. در  براي وجود مسیر   ، شرایط لازم3شده 

  ، 4در بخش    شده است.   بیان  اندازه کل گراف فرد است، ي که  طوربه شکل  -Lتوري مستطیلی با یک حفره  هاي گرافهمیلتونی در  
شده  بیان    4گیري نیز در بخشنتیجه  ارائه شده است.    tو  sیک الگوریتم زمان خطی براي پیدا کردن مسیر بین دو رأس معین

 .  است
 تعاریف مقدماتی. 2

 . میکن ی م  را بیان  میدار ازیمقاله به آن نسرتاسر که در  یجیو نتا فیتعار ،بخش نیدر ا
هاي توري، مسطح بودن  هاي گرافیکی از ویژگی.  است   ∞Gیک زیرگراف رأس القایی محدود از یک گراف نامتناهی  ،gGگراف توري 

هر وجه از گراف توري، یک سلول نامیده ها این است که درجه هر رأس در آن حداکثر چهار است.  ها است و ویژگی دیگر آنآن
گراف توري   دهد.دار را نشان می) یک گراف توري حفره1شکل(  شود.نامیده می   متناهی که سلول نباشد، یک حفره  شود. هر وجهمی 

 )).  2(شکل( گراف توري است که حفره نداشته باشد ،بدون حفره
 

  
 گراف توري بدون حفره: 2لکش  دار گراف توري حفره : 1لکش 

 
)فرض کنید  , )gG V E=  هاي یک گراف توري با مجموعه یالE  و مجموعه رئوسV  فرض کنید .  باشدv    رأس دلخواه ازیکgG    .باشد

degبا  را    vرأس  درجه ( )ree v   مجاور   دو رأسهمچنین    دهیم.  نشان میv  وw  درgG  را باw v   1دو یال      .دهیمنشان می 1( , )u v   و

  یکی از  شکل، یک گراف توري مستطیلی است که یک زیرگراف توري مستطیلی از-Lگراف توري   محور محدود شده است.   ي مواز
  . شده است هاي آن حذف گوشه 

اشاره    مسئلههاي توري داراي کاربردهاي زیادي است. اگر بخواهیم به یکی از کاربردهاي این  پیدا کردن مسیر همیلتونی در گراف
هاي ارتباطی در پردازش موازي را در نظر بگیریم که مطالعه این توانیم یکی از مباحث مهم در طراحی و ارزیابی شبکه کنیم می 

از کاربردهاي این   دیگر  یکی.  [1]هاي موجود دیگر را در این شبکه (توري) تعبیه کرد  توان شبکه قدر خوب می موضوع است که چ
بندي شده  موزائیک  صورتبهتوان  کننده خودکار است. سطح کف یک ساختمان را می   بهاي جاروباتو، استفاده از آن براي رمسئله

ان دوگان این سطح  توکند. براي انجام این جاروب، می  بها را جاروهمه این موزائیکباید که کننده  بجارو روباتفرض کرد و یک  
روي این مسیر همیلتونی    روباتدر نظر گرفت و مسیر همیلتونی در آن را پیدا کرد. اگر  را  که یک گراف توري است  موزائیک شده  

مثل نورگیر و غیره وجود داشته باشد، آنگاه گراف    شود. اگر در کف ساختمان موانعی می  بحرکت کند کل سطح کف ساختمان جارو
 دار خواهد بود.  توري حفره

کامل است. همچنین شرایط لازم و -NPهاي توري عمومیمسیر همیلتونی در گراف   مسئله که    ]، ثابت کردند4ایتاي و همکارانش[
 پیدا کردن مسیرآوردند و یک الگوریتم زمان خطی براي    دستبههاي توري مستطیلی را  کافی براي وجود مسیر همیلتونی در گراف

میلتونی  مسیر ه  مسئله] را بهبود بخشیدند و یک الگوریتم موازي براي  4ارائه شده در [  ]، الگوریتم6ارائه کردند. چن و همکارانش[
مسیر همیلتونی در   مسئلهیک الگوریتم زمان خطی براي  ]،  7هاي توري مستطیلی ارائه کردند. کشاورز کوهجردي و باقري[گرافدر  
گراف  ةرد از  (گرافخاصی  توري  مانند هاي  الفبایی)  توري  آن.  کردندارائه    Eو  F،C،Lهاي  یک ]،  11،10،9،8[ها  همچنین 

که یک حفره مستطیلی از آن حذف شده   هاي توري مستطیلیل مسیر و دور همیلتونی در گرافئالگوریتم زمان خطی براي مسا
- Lتوري مستطیلی با یک حفره    هاي حالت خاصی از گراف  همیلتونی دربراي وجود مسیر  ]، شرایط لازم  12در [  ارائه کردند.است،  

1aکه   کل،ش b= 1aیا = c=  ، بررسی شده است. =
اندازه کل    که  شکل-Lتوري مستطیلی با یک حفره  هاي در گراف  tو  sمعین بین دو رأس  مسیر همیلتونی  مسئله،  مقالهدر این  

x,، گراف فرد است xs t d≤ وb  وd 1کنیم (شکل(بررسی می را  هر دو زوج هستند.(( 
است:   این صورت  به  مقاله  قبلی  2در بخشساختار  نتایج  و  تعاریف  بخش  بیان،  است. در  براي وجود مسیر   ، شرایط لازم3شده 

  ، 4در بخش    شده است.   بیان  اندازه کل گراف فرد است، ي که  طوربه شکل  -Lتوري مستطیلی با یک حفره  هاي گرافهمیلتونی در  
شده  بیان    4گیري نیز در بخشنتیجه  ارائه شده است.    tو  sیک الگوریتم زمان خطی براي پیدا کردن مسیر بین دو رأس معین

 .  است
 تعاریف مقدماتی. 2

 . میکن ی م  را بیان  میدار ازیمقاله به آن نسرتاسر که در  یجیو نتا فیتعار ،بخش نیدر ا
هاي توري، مسطح بودن  هاي گرافیکی از ویژگی.  است   ∞Gیک زیرگراف رأس القایی محدود از یک گراف نامتناهی  ،gGگراف توري 

هر وجه از گراف توري، یک سلول نامیده ها این است که درجه هر رأس در آن حداکثر چهار است.  ها است و ویژگی دیگر آنآن
گراف توري   دهد.دار را نشان می) یک گراف توري حفره1شکل(  شود.نامیده می   متناهی که سلول نباشد، یک حفره  شود. هر وجهمی 

 )).  2(شکل( گراف توري است که حفره نداشته باشد ،بدون حفره
 

  
 گراف توري بدون حفره: 2لکش  دار گراف توري حفره : 1لکش 

 
)فرض کنید  , )gG V E=  هاي یک گراف توري با مجموعه یالE  و مجموعه رئوسV  فرض کنید .  باشدv    رأس دلخواه ازیکgG    .باشد

degبا  را    vرأس  درجه ( )ree v   مجاور   دو رأسهمچنین    دهیم.  نشان میv  وw  درgG  را باw v   1دو یال      .دهیمنشان می 1( , )u v   و
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مشترکی نداشته باشند )شــکل )5((. در سرتاسر این مقاله، 
-شکل را به اختصار با L گراف توری مستطیلی با یک حفره

ℜ نمایش می دهیم.
gG بین دو  در ادامه، مســیر همیلتونی در گــراف توری
) نشــان می دهیم. همچنین  , , )gHP G s t t را با  s و رأس معین
. اگر مسیر همیلتونی بین دو رأس معین

x xs t≤ فرض می کنیم
gG وجود داشته باشد آنگاه می گوییم  t در گراف توری s و

) وجود دارد. , , )gHP G s t

برای حل مســئله از الگوریتم ســاخت مسیر همیلتونی 
-شکل استفاده می کنیم.  L در گراف های توری مســتطیلی و
بنابراین در اینجا نتایج کارهای انجام شده روی این گراف ها 

را بیان می کنیم.
علاوه بر شرط ســازگار-رنگی ایتای و همکارانش]4[، 
نشــان دادند که اگر یکی از شــرایط زیر برقرار باشد، آنگاه 
مسیر همیلتونی در گراف های توری مستطیلی وجود ندارد. 

 { },s t t رأس برشــی باشد )شکل )6( )الف(( یا  s یا  )م1( 
برش رأسی باشد )شکل )6( )ب((.

) یکریخــت بــا یک گراف سه-مســتطیلی  , )R m n )م2( 
) باشد به طوری که , )R m n

1 .، 3n = m زوج باشد،

t سفید باشد،. 2 s سیاه باشد،

2ys و . 3 ≠ x )شــکل )7( )الــف(( یــا  xs t< 2ys و  =

1x )شکل )7( )ب((. xs t< −

 ( ( , ), , )R m n s t تعریــف2]4[: مســئله مســیر همیلتونی
قابل قبول اســت اگر سازگار-رنگی باشــد و در هیچ یک از 

شرایط  )م1(  و  )م2(  صدق نکند.
 ( , )R m n قضيه1]4[: با داشتن  یک گراف توری مستطیلی 
و دو رأس مجزا وجود دارد اگر و 

)  قابل قبول باشد. ( , ), , )R m n s t تنها اگر
( , )R m n قضيه2]4[: با داشتن یک گراف توری مستطیلی

t  در زمان  s  و t ، مسیر همیلتونی بین s  و   و دو رأس مجزای
خطی ساخته می شود.

)  دور همیلتونی  , )R m n لم3]4[: گراف توری مســتطیلی 

7n که چهار گوشه آن  = 6m و  = شكل 3: گراف توری مستطيلی با 
مشخص شده است

-شكل با مشخص کردن پارامترهای آن L شكل 4: گراف توری 

-شكل از آن  L شكل )5(: گراف توری مستطيلی که یک زیرگراف توری 
حذف شده است و مشخص کردن پارامترهای آن

} یک برش رأسی است },s t t یک رأس برشی است، )ب(  شكل 6: )الف( 

شكل 7: حالت هایی که در گراف توری مستطيلی مسير هميلتونی وجود 
ندارد   
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6

. , 1m n > | و  | | |B WV V= دارد اگر و تنها اگر باشد
کشاورز کوهجردی و باقری]8[، شرایط لازم برای وجود 
-شکل را به دست آوردند و ثابت  L مسیر در گراف های توری
کردند که علاوه بر شرط )م1( اگر یکی از شرایط زیر رخ دهد 
) مسیر همیلتونی  , ; , )L m n k l t  در s  و آنگاه بین دو رأس معین
وجود ندارد. دقت کنید در ادامه تمام حالت های یکریخت حذف 

شده اند.
 s w≠ t و  w≠  ، deg ( ) 1ree w =  ، ( ( , ; , ))w V L m n k l∈ )م3( 

)شکل)8( )الف((.

1 2n even− = >  ، 1 2m even− = > ) زوج باشد، , ;1,1)L m n )م4( 
)  )شــکل 8 )ب((. در  ,2)t m≠ ) یا  1,1)t m≠ − ) و  1,2)s m= −  ،
) و  1,2)t m= − t می تواند عوض شــود یعنی  s  و اینجا نقش

. ( 1,1)s m≠ −

2 و  3m odd= ≥  ، 2 2n = ) فرد باشد،  , ; , )L m n k l )م5( 
2xt )شکل  m> )2 و  , )s m n= x,2 )شکل )9( )الف(( یا  xs t m>

)9( )ب((.
,1)2 و  )s n=  ، 2 2 2n m= = ) زوج باشــد،  , ; , )L m n k l  )م6( 

2xt )شکل )10((. >

)م۷( تمــام حالاتی کــه یکریخت با حالت زیر هســتند.
 ، 2 2m even= >  ، 1l =  ، 3n = باشــد،  زوج   ( , ; , )L m n k l

)2 )شکل )11((. ,3)t m= )2 و  1,1)s m= −

( یــا ) 2 2m > 2 و  2n = ) زوج باشــد و ) , ; , )L m n k l )م۸( 
} یک افــراز افقی یا  }1 2,G G (. فــرض کنیــد  2 2m = 2 و  2n >

1G یک زیرگراف  ) باشــد به طوری که  , ; , )L m n k l عمودی از 
2G یک زیرگراف توری 2-مستطیلی  توری 3-مســتطیلی و 
2G دقیقاً از طریق دو رأسv و u به  1G و  باشــد. فرض کنید 
s' و  s= . فرض کنید  1,u v G∈ هم متصل باشــند به طوری که 

)1 در  , ', ')G s t ( و  't u= s' )یا  u= ، آنگاه  1'(  ')s or t G∉ ، اگر  't t=

شرط )م2( صدق کند )شکل )12((.
( یــا  2 3m > 2 و 3n = ) زوج باشــد و ) , ; , )L m n k l  )م9( 
} یک افــراز افقی یا  }1 2,G G (. فــرض کنیــد  2 3m = 2 و  3n ≥ (
 1G ) باشــد به طــوری که  , ; , )L m n k l عمودی یا -شــکل از 
1G یک زیرگراف توری 3-مستطیلی و  2G زوج هســتند،  و 
2G دقیقاً  1G و  )شکل  )13(( . فرض کنید  2 1( , ; , ) \G L m n k l G=

u به هم متصل باشند به طوری  w ،v و  از طریق ســه رأس
 ، 1'(  ')s or t G∉ ، اگر  't t= s' و  s= . فرض کنیــد  1, ,u v w G∈ که 
)1 در شرط )م2( صدق کند. , ', ')G s t ( و  't w= s' )یا  w= آنگاه 

 ( ( , ; , ), , )P L m n k l s t تعریف3]۸[: مسئله مسیر همیلتونی 
) سازگار-رنگی باشد و  ( , ; , ), , )L m n k l s t قابل قبول است اگر 

در هیچکدام از شرایط  )م1(  و  )م3(-)م9(  صدق نکند.
-شــکل  L قضيــه4]۸[:بــا داشــتن  یک گــراف توری
مجــزا  رأس  دو  و   ( , ; , )L m n k l

)  قابل قبول باشد. ( , ; , ), , )L m n k l s t وجود دارد اگر و تنها اگر
-شــکل L قضیــه5 ]8[: بــا داشــتن یک گــراف توری
  s t ، مسیر همیلتونی بین s  و )  و دو رأس مجزای , ; , )L m n k l

) در زمان خطی ساخته می شود. , ; , )L m n k l t  در  و

-شكل  مسير هميلتونی بين  L شكل 8: حالت هایی که در گراف توری 
t وجود ندارد )الف( شرط )م3( و )ب( شرط )م4( s و  دو رأس 

-شكل  مسير هميلتونی بين دو  L شكل 9: حالت هایی که در گراف توری 
t وجود ندارد  و شرط )م5( رخ دهد s و رأس

-شكل  مسير هميلتونی بين دو  L شكل 10: حالتی که در گراف توری  
t  وجود ندارد  و شرط )م6( رخ دهد s و  رأس 

-شكل  مسير هميلتونی بين دو  L شكل 11: حالتی که در گراف توری 
t وجود ندارد  و شرط )م7( رخ دهد s و رأس



14
01

ار 
به

 / 
شی

یان
 را

وم
عل

34۷

14
01

ار 
به

 / 
شی

یان
 را

وم
عل

3. شرایط لازم 

در این بخش، شــرایط لازم برای وجود مسیر همیلتونی 
t  در گراف توری مســتطیلی با یک  s  و بیــن دو رأس معین
b و x, و xs t d≤ -شکل   که اندازه کل گراف فرد است، L حفره

d زوج هستند را بیان می کنیم.

از بخش 2 می دانیم که شرط سازگار-رنگی شرط لازم 
) اســت. علاوه  , , )HP s tℜ بــرای وجود مســیر همیلتونی در
بر شــرط )م1( اگر یکی از شــرایط زیر رخ دهد آنگاه مسیر 

t  وجود ندارد. s  و همیلتونی بین دو رأس
1a و  c= = )م1۰( 

n زوج باشد و  فرد باشد )شکل )14( )الف((. 1

m زوج باشد )شکل )14( )ب((. 2 n فرد باشد و 

1a = 3c و  = )م11( 
m فرد باشد )شکل )15( )الف((. 1 n زوج باشد و 

m زوج باشد )شکل )15( )ب((. 2 n فرد باشد و 

m زوج باشد )شکل)16(( n فرد باشد و c و  ، 3a =  )م12( 
تعریف4: مســئله مســیر همیلتونی در گــراف توری 
) قابل قبول است اگر , , )P s tℜ -شکل L مســتطیلی با یک حفره

) سازگار-رنگی باشد و در هیچکدام از شرایط )م1(،  , , )s tℜ

 )م10(-)م12(  صدق نکند.
قضيه6: با داشتن یک گراف توری مستطیلی با یک حفره
  t s  و ℜ بین t ، اگر در  s  و ) و دو رأس معین , , )s tℜ -شکل L

مسیر همیلتونی داشته باشد، آنگاه آن قابل قبول است.
اثبات: فرض کنید حکم درست نباشد. در این صورت ثابت 
) مسیر همیلتونی ندارد. همانطور که  , , )s tℜ خواهیم کرد که 
قبلا بیان شد شرط ســازگار-رنگی شرط لازم برای وجود 

-شكل  مسير هميلتونی بين  L شكل 12: حالت هایی که در گراف توری 
t وجود ندارد  و شرط )م8( رخ دهد s و دو رأس

-شكل  مسير هميلتونی بين  L شكل 13: حالت هایی که در گراف توری
t وجود ندارد  و شرط )م7( رخ دهد شرط )م9( s و دو رأس

n زوج  است و  ) وجود ندارد )الف( , , )HP s tℜ شكل 14: حالت هایی که
n فرد است )ب( 

مسير هميلتونی وجود  ( , , )s tℜ شكل 15: حالت هایی که در گراف توری
ندارد  و شرط )م11( رخ دهد

مسیر همیلتونی اســت. به وضوح اگر شرط سازگار-رنگی 
t  مسیر وجود  s  و برقرار نباشد در گراف بین دو رأس معین
ندارد. درنتیجه، بدون کم شدن از کلیت مسئله فرض می کنیم
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3. شرایط لازم 
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) ســازگار-رنگی باشد. در ادامه نشان خواهیم داد که  , , )s tℜ

اگر یکی از شــرایط  )م1(  و )م10(-)م12( برقرار باشد آنگاه
) مسیر همیلتونی ندارد. , , )s tℜ

} برش رأسی  },s t در شــرط )م1(، واضح اســت که اگر 
باشد، گراف ناهمبند می شود. بنابراین مسیر همیلتونی ندارد. 
1G زوج است  d زوج هستند پس  b و در شرط )م10(، چون
2G فرد اســت. در گراف های تــوری با اندازه فرد  در نتیجه 
مســیر همیلتونی بین دو رأس همرنگ )رنگ اکثریت( وجود 
v غیر همرنگ هســتند پس  u و دارد ولی در این حالت رأس
2G برقرار نیست. در نتیجه در کل  شرط سازگار-رنگی در 
گراف مسیر همیلتونی وجود ندارد )شکل )14( را ببینید(. در 
s همواره یکی از رئوس شرط )م11(، با شروع مسیر از رأس

v خارج از مســیر قرار می گیرد. بنابراین در کل گراف  u و

مســیر همیلتونی وجود ندارد )شــکل )15( را ببینید(. شرط 
)م12( نیز مشــابه شرط )م11( اثبات می شود )شکل )16( را 

ببینید(. 

4. الگوریتم ساخت مسير هميلتونی 

در این بخش، الگوریتم ســاخت مسیر همیلتونی بین دو 
d و b زوج است را   ، ,x xs t d≤ t  در حالتی که  s  و  رأس معین
) سازگار-رنگی  , , )s tℜ بیان می کنیم. در ادامه فرض می کنیم 

است و در شرایط ممنوعه )م1( و )م10(-)م12( قرار ندارد. 
لم۷:فرض کنیدℜ یک گراف توری مستطیلی با یک حفره 
t  دو رأس معین در ℜ باشد و  s  و -شکل باشد. فرض کنید L

2d = x, و  xs t d≤ ) قابل قبول باشد. همچنین فرض کنید , , )s tℜ

وجود دارد.  ( , , )HP s tℜ . آنگاه 
} یــک افــراز از }1 2 3 4, , ,G G G G اثبــات: فــرض کنیــد 

2 1( , ')G R d n n= − ، 1 1( , ')G R d n= کــه به طــوری  ℜباشــد 
کــه   4 1 2( , ; , )G L m d n a l m n= − − − و   3 2( , ; , )G L m d a l m l= − +

و   2b = ( یــا   ) ( ,1)s d= و   2a = ( اگــر   '
1 max( , ) 1y yn s t= −

' است. فرض 
1 min( , )y yn s t= (؛ در غیر این صورت  (1, 1)t n= −

w,4 به طــوری که z G∈ u,3 و  v G∈  ، 2,q t G∈ ، 1,s p G∈  کنیــد 
q و v رئوس  ، p v باشد )شکل )17( را ببینید(.  w�~v w� qو z�~q z� ، p u�~p u�

اتصال هستند.
1G و  d زوج اســت پس  . چــون

1 ( ,1)x d= فــرض کنید 
2 همرنگ باشــند آنگاه  ( , )x d n=و s 2G زوج هســتند. بنابراین اگر

) اســت.  ,1)p d= ) در غیر این صورت  ,2)p d= رأس اتصال 
 t ، اگر 2 ( , )x d n= q، فرض کنید  همچنین برای رأس اتصال
) در غیر این صورت , 1)q d n= − 2x همرنگ باشــند آنگاه  و
 2x و  t و  (1, 1)t n= − و   2b > اگــر همچنیــن   . ( , )q d n=

4G را  3G  و   . حال  1( , 1)q d a n= + + غیرهمرنگ باشــند آنگاه 
a  زوج  l+ m زوج باشد یا   d− در نظر می گیریم. فرض کنید
  l و   l زوج باشد )متناظراً   2m زوج باشــد یا   باشد. اگر  
3G فرد( است، و این نتیجه  3G زوج )متناظراً   فرد باشند( آنگاه  
  m d− 4G زوج( است. فرض کنید 4G فرد )متناظراً   می دهد که  
l  زوج باشد )متناظراً   2m زوج باشد یا  a فرد باشند. اگر   l+ و  
3G  زوج( است، و  3G فرد )متناظراً    l  فرد باشند( آنگاه   2m و

4G فرد( است. فرض   زوج )متناظراً  
4G این نتیجه می دهد که  

 ، 3 ( , )x m a l= + 3G زوج )متناظراً فرد( باشد. فرض کنید  کنید 
u همرنگ باشند آنگاه رأس اتصال  3x و  در این صورت اگر 
( اســت در غیر این  ( , )v m a l= + ) )متناظــراً  1, )v m a l= − +

 .) ( 1, )v m a l= − + ) )متناظراً  , )v m a l= + صورت 
)3 و  , , )G u v ، 2( , , )G q t ، 1( , , )G s p حال نشــان می دهیــم که
 w ،v ،u،q، p4 قابل قبول هستند. با توجه به مختصات( , , )G w z

z به وضوح می توان مشاهده کرد که شرط سازگار-رنگی  و
4G برقرار است. حال باید ثابت کنیم   ،... ،

1G در زیرگراف های
که هیچکدام از زیرگراف ها در شــرایط ممنوعه قرار ندارند. 
1G را در نظر می گیریم از آنجایی که ابعاد آن بزرگتر  ابتــدا 
1 صورت  'n از یک است و با توجه به محل برشی که توسط 
1G در شرط )م1( و )م2(  می گیرد می توان مشــاهده کرد که 

n فرد  است و ) وجود ندارد در این حالت , , )HP s tℜ شكل 16: حالتی که
m زوج است
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اگر یکی از شــرایط  )م1(  و )م10(-)م12( برقرار باشد آنگاه
) مسیر همیلتونی ندارد. , , )s tℜ
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2G برقرار نیست. در نتیجه در کل  شرط سازگار-رنگی در 
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)م12( نیز مشــابه شرط )م11( اثبات می شود )شکل )16( را 
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) سازگار-رنگی  , , )s tℜ بیان می کنیم. در ادامه فرض می کنیم 

است و در شرایط ممنوعه )م1( و )م10(-)م12( قرار ندارد. 
لم۷:فرض کنیدℜ یک گراف توری مستطیلی با یک حفره 
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قرار ندارد پس قابل قبول است. بنابر قضیه 1 مسیر همیلتونی 
1G اســت. با  2G نیز مشــابه  دارد. اثبــات قابل قبول بودن 
2G ساخته  1G و  استفاده از الگوریتم ]4[ مسیر همیلتونی در
4G را در نظر می گیریم. با یک بررسی  3G و  می شــود. حال 
4G )با توجه به زوج  3G  و  ســاده می توان مشــاهده کرد که 
یا فرد بودن( در هیچکدام از شــرایط )م1(،  )م3(  و  )م5( )در 
صورت فــرد بــودن( و  )م4(  و  )م6(-)م9( )در صورت زوج 
بودن( قرار ندارد، پس قابل قبول هســتند. بنابر قضیه 4، در 
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1 ( , ;1, 1)yG L d n t= +

2 (1, 1)yG R t= +

3 2( , ; , )G L m d a l m l= − +

و
. 4 1 2( , ; , )G L m d n a l m n= − − −

w,4 به   z G∈ u,3 و v G∈ ، 2,q t G∈ ، 1,s p G∈ فــرض کنیــد
v باشد )شکل)21((. w�~v w� q و u�~q u� ، p z�~p z� طوری که

2G هر  1G و  d اســت بنابراین  1 و 2yt + = از آنجایی که 
4G مشابه لم 7  3G و  دو زوج هستند. اثبات زوج یا فرد بودن 
v به صورت زیر تعریف می شود. q و ، p است. رئوس اتصال
 s . چون  زوج اســت بنابراین اگر 1 ( , )x d n= فرض کنید 
) در غیر  , 1)p d n= − 1x همرنگ باشند آنگاه رأس اتصال  و 
. رأس اتصال ( ,2)q d= üü است. همچنین  = این صورت 
v نیز مشــابه لم 7 تعریف می شود. حال نشان می دهیم که

)4 قابل قبول هســتند.  , , )G w z )3 و , , )G u v ، 2( , , )G q t  ، 1( , , )G s p

z به وضوح می توان  v، و ،u ،q ، p با توجه به مختصات
4G برقرار   ،... ، 1G مشاهده کرد که شرط  سازگار-رنگی در 
اســت. حال باید ثابت کنیم که هیچکــدام از زیرگراف ها در 
1G را در نظر می گیریم  شــرایط ممنوعه قرار ندارند. ابتــدا 

1G زوج اســت، با یک بررســی ساده می توان  از آنجایی که 
مشــاهده کرد که در هیچکدام از شــرایط )م4( و )م6(-)م9(  
ندارد، بنابراین قابل قبول است. بنابر قضیه 4 مسیر همیلتونی 
q رئوس انتهایی  t و 2G را در نظر می گیریم. چون دارد. حال 
2G هســتند بنابراین در شــرط )م1( و )م2( قــرار ندارد،  در
پس قابل قبول اســت. بنابر قضیه 1 مســیر همیلتونی دارد. 
4G مشــابه لم 7 است. در نتیجه  3G و  اثبات قابل قبول بودن 
 4G 3G و  ، 1G با اســتفاده از الگوریتم ]8[ مسیر همیلتونی در
ساخته می شود، همچنین با اســتفاده از الگوریتم ]4[ مسیر 
2G ساخته می شود )شکل)22()الف((. در پایان  همیلتونی در 
با اتصال مسیرها به یکدیگر از طریق رئوس اتصال مشابه لم 

7 مسیر همیلتونی بینs  وt ساخته می شود )شکل)22()ب((.
لم9: فرض کنیدℜ یک گراف توری مستطیلی با یک حفره 
ℜ باشد و  L-شــکل باشد. فرض کنیدs وt دو رأس معین در 

2xs و ≤  ، 2d > ) قابل قبول باشد. همچنین فرض کنید  , , )s tℜ

وجود دارد. ( , , )HP s tℜ . آنگاه  2xt >

} یک افراز از گرافℜ باشــد،  }1 2,G G اثبات: فرض کنید 
' باشد )شکل 

1 2m = 2 و  1\G G= ℜ  ، '
1 1( , )G R m n= به طوری که 

. رأس  p q�~ p q� q,2 و t G∈ s,1 و  p G∈ 23((. همچنیــن فرض کنید 
 t s و p به صورت زیر به دســت می آید. در اینجا اگر اتصال

p به صورت زیر به دست می آید. سیاه باشند، آنگاه
' '
1 1
' '
1 1
' '
1 1
' '
1 1

( , ) if =even , ( +1, )
( , 1) if =odd , ( +1, -1)

=
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
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p به صورت زیر محاسبه می شود. در غیر این صورت
' '
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' '
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= ( ,3) if (1,3) , =( +1,1)

( ,5) if =(1,3) ,  =( +1,1) 
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

 و ساخت دور هميلتونی 
2G شكل 20: )الف( ساخت مسير هميلتونی در

 و )ب(  ترکيب کردن مسير هميلتونی و دور هميلتونی با استفاده 
1G در 

2e 1e و  از دو یال موازی 
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w,4 به   z G∈ u,3 و v G∈ ، 2,q t G∈ ، 1,s p G∈ فــرض کنیــد
v باشد )شکل)21((. w�~v w� q و u�~q u� ، p z�~p z� طوری که

2G هر  1G و  d اســت بنابراین  1 و 2yt + = از آنجایی که 
4G مشابه لم 7  3G و  دو زوج هستند. اثبات زوج یا فرد بودن 
v به صورت زیر تعریف می شود. q و ، p است. رئوس اتصال
 s . چون  زوج اســت بنابراین اگر 1 ( , )x d n= فرض کنید 
) در غیر  , 1)p d n= − 1x همرنگ باشند آنگاه رأس اتصال  و 
. رأس اتصال ( ,2)q d= üü است. همچنین  = این صورت 
v نیز مشــابه لم 7 تعریف می شود. حال نشان می دهیم که

)4 قابل قبول هســتند.  , , )G w z )3 و , , )G u v ، 2( , , )G q t  ، 1( , , )G s p

z به وضوح می توان  v، و ،u ،q ، p با توجه به مختصات
4G برقرار   ،... ، 1G مشاهده کرد که شرط  سازگار-رنگی در 
اســت. حال باید ثابت کنیم که هیچکــدام از زیرگراف ها در 
1G را در نظر می گیریم  شــرایط ممنوعه قرار ندارند. ابتــدا 

1G زوج اســت، با یک بررســی ساده می توان  از آنجایی که 
مشــاهده کرد که در هیچکدام از شــرایط )م4( و )م6(-)م9(  
ندارد، بنابراین قابل قبول است. بنابر قضیه 4 مسیر همیلتونی 
q رئوس انتهایی  t و 2G را در نظر می گیریم. چون دارد. حال 
2G هســتند بنابراین در شــرط )م1( و )م2( قــرار ندارد،  در
پس قابل قبول اســت. بنابر قضیه 1 مســیر همیلتونی دارد. 
4G مشــابه لم 7 است. در نتیجه  3G و  اثبات قابل قبول بودن 
 4G 3G و  ، 1G با اســتفاده از الگوریتم ]8[ مسیر همیلتونی در
ساخته می شود، همچنین با اســتفاده از الگوریتم ]4[ مسیر 
2G ساخته می شود )شکل)22()الف((. در پایان  همیلتونی در 
با اتصال مسیرها به یکدیگر از طریق رئوس اتصال مشابه لم 

7 مسیر همیلتونی بینs  وt ساخته می شود )شکل)22()ب((.
لم9: فرض کنیدℜ یک گراف توری مستطیلی با یک حفره 
ℜ باشد و  L-شــکل باشد. فرض کنیدs وt دو رأس معین در 

2xs و ≤  ، 2d > ) قابل قبول باشد. همچنین فرض کنید  , , )s tℜ

وجود دارد. ( , , )HP s tℜ . آنگاه  2xt >

} یک افراز از گرافℜ باشــد،  }1 2,G G اثبات: فرض کنید 
' باشد )شکل 

1 2m = 2 و  1\G G= ℜ  ، '
1 1( , )G R m n= به طوری که 

. رأس  p q�~ p q� q,2 و t G∈ s,1 و  p G∈ 23((. همچنیــن فرض کنید 
 t s و p به صورت زیر به دســت می آید. در اینجا اگر اتصال

p به صورت زیر به دست می آید. سیاه باشند، آنگاه
' '
1 1
' '
1 1
' '
1 1
' '
1 1

( , ) if =even , ( +1, )
( , 1) if =odd , ( +1, -1)

=
( ,2) if (1,2) , =( +1, )
( ,4) if =(1,2) ,  =( +1, ) 

m n n t m n
m n n t m n

p
m s t m n
m s t m n

 ≠


− ≠


≠



p به صورت زیر محاسبه می شود. در غیر این صورت
' '
1 1
' '
1 1
' '
1 1

( ,1) if ( +1,1)
= ( ,3) if (1,3) , =( +1,1)

( ,5) if =(1,3) ,  =( +1,1) 

m t m
p m s t m

m s t m

 ≠


≠



 و ساخت دور هميلتونی 
2G شكل 20: )الف( ساخت مسير هميلتونی در

 و )ب(  ترکيب کردن مسير هميلتونی و دور هميلتونی با استفاده 
1G در 

2e 1e و  از دو یال موازی 
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1 ( , ;1, 1)yG L d n t= +

2 (1, 1)yG R t= +

3 2( , ; , )G L m d a l m l= − +

و
. 4 1 2( , ; , )G L m d n a l m n= − − −

w,4 به   z G∈ u,3 و v G∈ ، 2,q t G∈ ، 1,s p G∈ فــرض کنیــد
v باشد )شکل)21((. w�~v w� q و u�~q u� ، p z�~p z� طوری که

2G هر  1G و  d اســت بنابراین  1 و 2yt + = از آنجایی که 
4G مشابه لم 7  3G و  دو زوج هستند. اثبات زوج یا فرد بودن 
v به صورت زیر تعریف می شود. q و ، p است. رئوس اتصال
 s . چون  زوج اســت بنابراین اگر 1 ( , )x d n= فرض کنید 
) در غیر  , 1)p d n= − 1x همرنگ باشند آنگاه رأس اتصال  و 
. رأس اتصال ( ,2)q d= üü است. همچنین  = این صورت 
v نیز مشــابه لم 7 تعریف می شود. حال نشان می دهیم که

)4 قابل قبول هســتند.  , , )G w z )3 و , , )G u v ، 2( , , )G q t  ، 1( , , )G s p

z به وضوح می توان  v، و ،u ،q ، p با توجه به مختصات
4G برقرار   ،... ، 1G مشاهده کرد که شرط  سازگار-رنگی در 
اســت. حال باید ثابت کنیم که هیچکــدام از زیرگراف ها در 
1G را در نظر می گیریم  شــرایط ممنوعه قرار ندارند. ابتــدا 

1G زوج اســت، با یک بررســی ساده می توان  از آنجایی که 
مشــاهده کرد که در هیچکدام از شــرایط )م4( و )م6(-)م9(  
ندارد، بنابراین قابل قبول است. بنابر قضیه 4 مسیر همیلتونی 
q رئوس انتهایی  t و 2G را در نظر می گیریم. چون دارد. حال 
2G هســتند بنابراین در شــرط )م1( و )م2( قــرار ندارد،  در
پس قابل قبول اســت. بنابر قضیه 1 مســیر همیلتونی دارد. 
4G مشــابه لم 7 است. در نتیجه  3G و  اثبات قابل قبول بودن 
 4G 3G و  ، 1G با اســتفاده از الگوریتم ]8[ مسیر همیلتونی در
ساخته می شود، همچنین با اســتفاده از الگوریتم ]4[ مسیر 
2G ساخته می شود )شکل)22()الف((. در پایان  همیلتونی در 
با اتصال مسیرها به یکدیگر از طریق رئوس اتصال مشابه لم 

7 مسیر همیلتونی بینs  وt ساخته می شود )شکل)22()ب((.
لم9: فرض کنیدℜ یک گراف توری مستطیلی با یک حفره 
ℜ باشد و  L-شــکل باشد. فرض کنیدs وt دو رأس معین در 

2xs و ≤  ، 2d > ) قابل قبول باشد. همچنین فرض کنید  , , )s tℜ

وجود دارد. ( , , )HP s tℜ . آنگاه  2xt >

} یک افراز از گرافℜ باشــد،  }1 2,G G اثبات: فرض کنید 
' باشد )شکل 

1 2m = 2 و  1\G G= ℜ  ، '
1 1( , )G R m n= به طوری که 

. رأس  p q�~ p q� q,2 و t G∈ s,1 و  p G∈ 23((. همچنیــن فرض کنید 
 t s و p به صورت زیر به دســت می آید. در اینجا اگر اتصال

p به صورت زیر به دست می آید. سیاه باشند، آنگاه
' '
1 1
' '
1 1
' '
1 1
' '
1 1

( , ) if =even , ( +1, )
( , 1) if =odd , ( +1, -1)

=
( ,2) if (1,2) , =( +1, )
( ,4) if =(1,2) ,  =( +1, ) 

m n n t m n
m n n t m n

p
m s t m n
m s t m n

 ≠


− ≠


≠



p به صورت زیر محاسبه می شود. در غیر این صورت
' '
1 1
' '
1 1
' '
1 1

( ,1) if ( +1,1)
= ( ,3) if (1,3) , =( +1,1)

( ,5) if =(1,3) ,  =( +1,1) 

m t m
p m s t m

m s t m

 ≠


≠



 و ساخت دور هميلتونی 
2G شكل 20: )الف( ساخت مسير هميلتونی در

 و )ب(  ترکيب کردن مسير هميلتونی و دور هميلتونی با استفاده 
1G در 

2e 1e و  از دو یال موازی 

شكل 21: افراز کردن گراف توری به چهار زیرگراف توری مجزا
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1G زوج است. در نتیجه 2d زوج اســت بنابراین − چون
p می توان  2G فرد اســت. با توجه به مختصات رأس اتصال

1G برقرار است.  مشاهده کرد که شرط ســازگار-رنگی در
همچنین با یک بررسی ساده به وضوح می توان مشاهده کرد 
)1 در شرط )م1( و )م2( قرار ندارد، پس قابل قبول  , , )G s p که 
مسیر همیلتونی دارد. با استفاده  1( , , )G s p است. بنابر قضیه 1، 
)1 ساخته می شود.  , , )G s p از الگوریتم ]4[ مسیر همیلتونی در 
2G ساخته می شود.  به صورت بازگشتی مسیر همیلتونی در
q به یکدیگر، مسیر همیلتونی  p و در پایان با اتصال رئوس

) ساخته می شود )شکل )24((. , , )s tℜ در
لم1۰:فرض کنیدℜ یک گراف توری مســتطیلی با یک 
 ℜدو رأس معین در  t s  و حفره L-شکل باشــد. فرض کنید
2d و  > ) قابل قبول باشد. همچنین فرض کنید  , , )s tℜ باشد و 

وجود دارد. ( , , )HP s tℜ . آنگاه  , 2x xs t ≤

. فرض کنید  y ys t< اثبات: بدون کاستن از کلیت فرض کنید 
ℜ باشد به طوری که } یک افراز از گراف  }1 2 3, ,G G G

' '
1 1 1( , )G R m n=

' '
2 1 1( , )G R m n n= −

3 1 2\ ( )G G G= ℜ ∪

؛ در غیر  (1, 1)t n= − ' اگر
1 1yn t= − ' و

1 2m d= − در این جا، 
 

3,u v G∈  ، 2,q t G∈ ،
1,s p G∈ . فرض کنید  '

1 yn s= این صــورت 
q )شکل 25( را ببینید(.  v�~q v� ، p u�~p u� که

2G زوج هستند  1G و  ' زوج است بنابراین 
1 2m d= − چون 

 q p و  3G فرد است.  رئوس اتصال و این نتیجه می دهد که 
 ، 1( , , )G s p مشابه لم 7 تعریف می شود. حال نشان می دهیم که 
)3 قابل قبول هستند. با توجه به مختصات , , )G u v )2 و  , , )G q t

 ، 1G q می توان مشــاهده کرد که شرط سازگار-رنگی در p و

3G برقرار اســت. کافی است نشان دهیم که در شرایط  2G و

2G مشابه لم 7 ثابت می شود که در  1G و ممنوعه قرار ندارند. 
شــرایط )م1( و )م2( قرار ندارند پس قابل قبول هستند. بنابر 
)2 مســیر همیلتونی وجود  , , )G q t )1 و  , , )G s p قضیــه 1، در  
دارد. در نتیجه با اســتفاده از الگوریتم ]4[، مسیر همیلتونی 
)2 ســاخته می شــود. همچنین مسیر  , , )G q t )1 و  , , )G s p در 
)3 به صورت بازگشتی ساخته می شود.  , , )G u v همیلتونی در 
v مسیر همیلتونی در q به u و p به در پایان با اتصال رئوس

) ساخته می شود.  , , )s tℜ

 ( , , )s tℜ ) وجود دارد اگر و تنها اگر , , )HP s tℜ قضيــه11: 

شكل 22: )الف( ساخت مسير هميلتونی در زیرگراف های مختلف و )ب( 
ترکيب کردن مسيرهای همليتونی و ساخت مسير هميلتونی نهایی

شكل 23: افراز کردن گراف توری به دو زیرگراف توری مجزا

و ترکيب  2( , , )G q t و 1( , , )G s p شكل 24: ساخت مسير هميلتونی در 
q p و کردن دو مسير هميلتونی از طریق دو رأس اتصال 
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قابل قبول باشد.
وجود داشته باشد، آنگاه مسیر  ( , , )HP s tℜ قضیه12: اگر 

t  در زمان خطی پیدا می شود. s  و همیلتونی بین
ℜرا به  O(1) گراف توری  اثبات: الگوریتم ابتدا در زمان
تعدادی زیرگراف توری مســتطیلی و L-شکل افراز می کند 
)بنابر لم های 7 تا 10(. در هر زیرگراف مســیر همیلتونی یا 
دور همیلتونی در زمانی خطی، بنابر قضایای 2 و 5، ساخته 
O(1) جواب زیرگراف ها با هم ترکیب  می شود. سپس در زمان
t  در زمان خطی  s  و می شود. بنابراین، مسیر همیلتونی بین

بر حسب اندازه گراف ساخته می شود.     
شبه کد الگوریتم، در الگوریتم 1 بیان شده است. 

الگوریتم 1: الگوریتم مسیر همیلتونی

1- ورودی: گراف توری مستطیلی با یک حفره L-شکل و 
  t s  و دو رأس معین

    t s  و 2- خروجی: مسیر همیلتونی بین
) در یکی از شــرایط )م1(، )م10(، )م11( و  , , )s tℜ 3- اگر 

) وجود ندارد. , , )HP s tℜ )م12( صدق کند، آنگاه 
x, باشد، آنگاه  xs t d≤ 2d و  = 4- در غیر این صورت اگر 

t  ساخته می شود. طبق لم 7 مسیر همیلتونی بین  و
, باشد، آنگاه طبق لم 8  2x xs t > x, و  xs t d≤ ، 2d > 6- اگر 

t  ساخته می شود. s  و مسیر همیلتونی بین
2xt باشد، آنگاه طبق  > 2xs و ≤  ، ,x xs t d≤  ، 2d > 7- اگر 

t  ساخته می شود. s  و لم 9 مسیر همیلتونی بین
, باشد، آنگاه طبق لم 9  2x xs t ≤ x, و  xs t d≤  ، 2d > 8- اگر 

t  ساخته می شود. s  و مسیر همیلتونی بین

5. نتيجه گيری 

مســئله مســیر همیلتونی یکی از مســائل معروف در 
- کامل است و برای  NP نظریه گراف اســت که در حالت کلی
تعداد کمی از رده های گراف  این مســئله حل شده است. در 
این مقاله، مســئله مســیر همیلتونی برای گراف های توری 
- شکل که اندازه کل گراف فرد است، L مستطیلی با یک حفره

 زوج است را بررسی کردیم. ابتدا نشان 
دادیم که در چه شرایطی بین دو رأس معین مسیر همیلتونی 
وجود ندارد. سپس برای حالت هایی که در گراف بین دو رأس 
معین مســیر همیلتونی وجود دارد الگوریتمی برای ساخت 

مسیر ارائه کردیم.  
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شبه کد الگوریتم، در الگوریتم 1 بیان شده است. 
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t  ساخته می شود. طبق لم 7 مسیر همیلتونی بین  و
, باشد، آنگاه طبق لم 8  2x xs t > x, و  xs t d≤ ، 2d > 6- اگر 

t  ساخته می شود. s  و مسیر همیلتونی بین
2xt باشد، آنگاه طبق  > 2xs و ≤  ، ,x xs t d≤  ، 2d > 7- اگر 

t  ساخته می شود. s  و لم 9 مسیر همیلتونی بین
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5. نتيجه گيری 

مســئله مســیر همیلتونی یکی از مســائل معروف در 
- کامل است و برای  NP نظریه گراف اســت که در حالت کلی
تعداد کمی از رده های گراف  این مســئله حل شده است. در 
این مقاله، مســئله مســیر همیلتونی برای گراف های توری 
- شکل که اندازه کل گراف فرد است، L مستطیلی با یک حفره

 زوج است را بررسی کردیم. ابتدا نشان 
دادیم که در چه شرایطی بین دو رأس معین مسیر همیلتونی 
وجود ندارد. سپس برای حالت هایی که در گراف بین دو رأس 
معین مســیر همیلتونی وجود دارد الگوریتمی برای ساخت 
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دادیم که در چه شرایطی بین دو رأس معین مسیر همیلتونی 
وجود ندارد. سپس برای حالت هایی که در گراف بین دو رأس 
معین مســیر همیلتونی وجود دارد الگوریتمی برای ساخت 

مسیر ارائه کردیم.  
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دور همیلتونی در زمانی خطی، بنابر قضایای 2 و 5، ساخته 
O(1) جواب زیرگراف ها با هم ترکیب  می شود. سپس در زمان
t  در زمان خطی  s  و می شود. بنابراین، مسیر همیلتونی بین

بر حسب اندازه گراف ساخته می شود.     
شبه کد الگوریتم، در الگوریتم 1 بیان شده است. 
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) وجود ندارد. , , )HP s tℜ )م12( صدق کند، آنگاه 
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وجود ندارد. سپس برای حالت هایی که در گراف بین دو رأس 
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