
13
99

یز 
پای

 / 
شی

یان
 را

وم
عل

2

تاریخ دریافت مقاله: 98/01/11

تاریخ پذیرش مقاله: 99/01/24

* نویسندۀ مسئول

چكيده 

بیشینه یابی، یکی از مسائل پایه ای در علم رایانه است و 
الگوریتم های متعددی وجود دارند که با استفاده از مقایسۀ 
عناصر، نسبت به بیش��ینه یابی اقدام می کنند. در مدل های 
مرسوم، مقایسۀ دو عنصر به صورت دقیق انجام می شود. 
ما مدل مقایسه های نادقیق را در نظر می گیریم: به این معنی 
که، اگر تفاوت مقدار دو عنصر زیاد باشد، حاصل مقایسه 
دقیق اس��ت؛ در غیر این صورت ممکن است نتیجه مقایسه 
با واقعیت منطبق نباش��د. در الگوریتم ه��ای موجود برای 
بیشینه یابی در مدل مقایسه های نادقیق، ممکن است خطای 
ناشی از مقایسه های نادقیق انباشته شود و موجب خطای 
زیاد در خروجی نهایی گردد. می توان با هزینۀ انجام تمام 
مقایس��ه ها، به پایین ترین حد ممکن خطا رسید. اما هدف، 
دس��تیابی به یک تعادل مطل��وب بین تعداد مقایس��ه های 
انجام ش��ده و میزان خطا است. با چنین شرایطی، فلدمن و 
همکارانش الگوریتم k-MaxFind را ارائه دادند. در این مقاله 
این الگوریتم پیاده سازی شده و تحلیل تجربی انجام شده، 

گواه بر کارایی این الگوریتم با ورودی تصادفی نس��بت به 
داده های خوش��ه ای و مرتب شده است، نتایج نظری، برای 
رسیدن به خطای  که n  اندازه ورودی است، 
تعداد  مقایس��ه را لازم می دان��د، در حالی که 
بررس��ی این مقاله نش��ان می دهد در عمل، روی داده های 
تصادف��ی و روی چند توزیع دیگر، تعداد مقایس��ۀ حداکثر 
چند برابر اندازه ورودی، برای رس��یدن به این خطا کافی 
اس��ت. بدین جهت در عمل الگوریتم کارایی بهتری نسبت 
ب��ه حالت نظری دارد. تاثی��ر پارامترهای مختلف بر نحوه 
تغییر رفتار الگوریتم در »تعداد مقایس��ه های انجام ش��ده« 
و »خطای خروجی« نیز در این مقاله بررس��ی می ش��وند. 
قبلًا بررس��ی عملی این الگوریتم ها انجام نشده است و این 
مقاله اولین بررسی تجربی این الگوریتم ها است. نتیجه این 
 بررس��ی نش��ان از کارایی خوب این الگوریتم در کاربرد

است.
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1-مقدمه

کار ب��ا داده ها در کامپیوتر از جنبه های مختلف با عدم 
دقت همراه است. از یک طرف، داده های مورد پردازش در 
رایانه توس��ط دستگاه های دیجیتالی مختلف و حسگرهای 
متنوع جمع آوری می ش��وند که همه دارای حافظه بس��یار 
محدود هس��تند و لذا داده های جمع آوری شده را با تقریب 
ارائه می کنند. همچنین با توجه به دقت محدود رایانه، گاهی 
انجام مقایسه داده های بسیار نزدیک به هم که تفاوت آن ها 
در رقم های خارج از محدوده دقت ذخیره سازی داده ها در 
رایانه اس��ت نیز می تواند با عدم دقت همراه باشد. این عدم 
دقت، در صورت مدیریت نشدن، می تواند به خطاهای برزگ 
در نتیجه محاسبات منجر شود و نتایجی کاملًا متفاوت با 
واقعیت ارائه کند. این موضوع در اس��تفاده از دستگاه های 
مرتب��ط با رایانه ک��ه با دقت محدود هس��تند نیز می تواند 
اتفاق بیفتد. علاوه بر این، در بررس��ی های نظیر بررس��ی 
داده های اجتماعی که افراد در تکمیل پرس��ش نامه های آن 
دخیل هستند، دریافت نظرات کاربران همواره با عدم دقت 
اس��ت و همواره این عدم دقت در تحلیل داده های مربوطه 
مد نظر قرار می گیرد. این موضوع می تواند در مدل سازی 
سیس��تم های مختلف نیز اتفاق بیفتد و عدم توجه به وجود 
خطا در داده ها و عدم دقت محاسبات، ممکن است به مدلی 

با رفتار کاملًا متفاوت از سیستم اصلی منجر شود. 
به عنوان مثال، در مرج��ع ]1[ الگوریتم هایی تحمل پذیر 
نقص برای تراشه ها و ش��بکه ها ارائه شده  است و میزان 
کارآیی آن نیز با شبیه س��ازی بررسی شده است. در این 
کار فرض بر این اس��ت که داده های داده شده به الگوریتم 
و همچنین الگوریتم شبیه س��ازی کاملا دقیق است و انجام 
محاس��بات و مقایس��ه ها نیز در تمام روال این الگوریتم ها 
کاملًا دقیق انجام می ش��ود. چنین شرطی در واقعیت اتفاق 
نمی افت��د  و چه بس��ا ورود ی��ک خطای ناچی��ز در روند 
محاسبات و تجمیع این خطا در روند الگوریتم، به نتیجه ای 

کاملًا متفاوت با واقعیت منجر شود.
لذا در بح��ث طراح��ی الگوریتم، به جای اس��تفاده از 

مدل های کلاس��یک، که فرض انجام محاسبات و مقایسه ها 
به صورت دقی��ق را دارند که منطبق بر واقعیت رایانه های 
موجود نیس��ت، م��دل را به این صورت تغیی��ر داده اند که 
مقایس��ه داده های نزدیک به هم، ب��ا توجه به دقت محدود 
ذخیره س��ازی می تواند با خطا انجام ش��ود و در طراحی 
الگوریت��م در این مدل، به امکان وجود خطا در مقایس��ه ها 
توجه شده اس��ت تا از هم افزایی خطاهای کوچک و منجر 
شدن آن به خطای زیاد در جواب الگوریتم جلوگیری شود. 
طراح��ی الگوریتم ه��ا در این مدل، عملًا س��خت تر از مدل 
مرس��وم طراحی الگوریتم است، اما به دلیل انطباق بیشتر 
آن با رایانه، الگوریتم های طراحی شده در این مدل مطمئناً 

کاربرد بیشتری در عمل خواهند داشت.
یائو و یائو ]1[ می خواس��تند بیش��ینه عنصر را در یک 
ش��بکه مرتب از مقایس��ه گر ها پیدا کنند. هر مقایسه گر یک 
دستگاه 2-ورودی2-خروجی است که قادر به مرتب سازی 
دو عدد می باشد. اگر e  مقایسه گر معیوب باشند؛ یعنی بدون 
انجام مقایسه، ورودی ها را مستقیماً به عنوان خروجی در 
نظر بگیرند، آنگاه برای بیش��ینه یابی،  مقایسه 

لازم و کافی است.
راویکومار و همکارانش ]2[، با استفاده از پرس وجوهای 
مقایس��ه ای که پاس��خ »بله« یا »ن��ه« را دریافت می کردند، 
بزرگ  ترین ع��دد در مجموعه ای ازn ع��دد صحیح متمایز 
را یافتن��د. آن ها نش��ان دادند، برای این بیش��ینه یابی، اگر 

1)1( −+ ne پرس وجو پاسخ اشتباه دریافت کند،  e حداکثر
مقایس��ه لازم و کافی است. با فرض محدودیت بیشتر، که 
خطا فقط به پاسخ های »نه« محدود شود و پاسخ های »بله« 

422 −+ en مطمئناً درس��ت باشد، آن ها ثابت کردند
مقایسه کافی است. آن ها با گسترش مسئله برای خطاهای 
مقایس��ه لازم و کافی است.  دلخواه، نش��ان دادند که
درنهایت فلدمن و همکارانش ]3[ مسئله بیشینه یابی در مدل 
 k-MaxFind مقایسه های نادقیق را، با ارائه الگوریتم قطعی

حل کردند. 
در ای��ن مقاله، ابت��دا الگوریتم فلدمن ارائه می ش��ود و 
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س��پس عملکرد این الگوریت��م روی داده های تصادفی و با 
برخی توزیع های دیگر بررس��ی می ش��ود. مطالعه تجربی 
عملکرد الگوریتم ها، یک رویکرد پژوهش��ی اس��ت که طی 
سال های اخیر به آن بهای بس��یار داده می شود. دلیل این 
امر این است که اولًا بسیاری از الگوریتم های ارائه شده به 
صورت نظری، به قدری پیچیده است که امکان پیاده سازی 
و استفاده از آن ها حتی سال ها پس از ارائه الگوریتم وجود 
نداش��ته اس��ت و عملًا این الگوریتم ها در محدوده نظری 
باقی مانده اند و وارد بحث کاربرد نشده اند. ثانیاً در برخی 
الگوریتم ها یک شکاف عمیق بین نتایج تحلیل زمان اجرای 
الگوریت��م و آنچ��ه در عمل اتفاق می افتد وج��ود دارد. در 
برخی الگوریتم ها، تحلیلی نظری حاکی از س��رعت اجرای 
ب��الای الگوریتم اس��ت در حالی که پس از پیاده س��ازی و 
مقایسه عملکرد الگوریتم با الگوریتم های دیگر حل مسئله، 
در عمل چنین کارکردی مش��اهده نمی شود. دلایل مختلفی 
نیز برای این امر وجود دارد که به عنوان نمونه می توان به 
فاصله بین مدل تحلیل نظری الگوریتم ها و رایانه های واقعی 
به دلیل ساده سازی مدل و همچنین حذف ثابت ها در تحلیل 

نظری الگوریتم ها اشاره کرد.
در این مقاله، تلاش شده است که عملکرد عملی الگوریتم 
محاسبه بیشینه روی داده هایی تصادفی  بررسی و میزان 
کارایی آن ها در عمل مش��خص ش��ود. بررسی تجربی ما 
نشان می دهد، تعداد مقایسه های لازم برای رسیدن به یک 
دقت مش��خص، در عمل بسیار کمتر از تعداد بیان شده در 
نتایج عملی است. این الگوریتم روی داده هایی با اندازه بین 
1 میلیون و 10 میلیون و با توزیع های یکنواخت، مرتب شده  
و خوش��ه ای بررسی شده است و تعداد مقایسه های انجام 
ش��ده در الگوریت��م و خطای حاصل ش��ده در عمل برای 
این داده ها به دس��ت آمده است. نتایج حاصل شده، حاکی 
از تفاوت بس��یار زیاد بین نتایج عمل��ی و نتایج نظری در 
خص��وص این الگوریتم اس��ت. به عنوان مث��ال، برای یک 
میلیون داده با توزیع یکنواخت، برای رس��یدن به خطای 2، 
کران ه��ای نظری تعداد بیش از 2 میلیارد مقایس��ه را لازم 

می دان��د، در حالی که طبق بررس��ی تجربی انجام ش��ده، 
الگوریتم ها با انجام حداکثر 3 میلیون مقایسه، بیشینه را با 
خطای حداکثر 1.5 به دست می دهد. این رفتار در داده های 
با توزیع های دیگر نیز مش��اهده می شود. با افزایش اندازه 
ورودی، این تفاوت نیز بیشتر می شود. این بررسی نشان 
می ده��د که این الگوریتم می تواند در عمل بس��یار بهتر از 
نتایج نظری عمل کند و می تواند در کاربردهای بس��یاری 
که عم��لًا داده های ورودی طبق یک توزیع تصادفی توزیع 

شده اند، مورد استفاده موفق قرار گیرد. 
طبق اطلاع��ات ما، تاکنون بررس��ی عملکرد عملی این 
الگوریتم ها صورت نگرفته است و این اولین کار در بررسی 

عملی این الگوریتم ها است.
در ادام��ه بعد از بیان مفاهی��م موردنیاز، این الگوریتم، 
نتایج نظ��ری حاصل از تحلیل آن و پیاده س��ازی عملکرد 

الگوریتم مطرح می شوند.

2- مفاهيم و اصطلاحات

به عنوان  ف��رض کنید مجموع��ه 
ix در آن، دارای  ورودی داده شده اس��ت، به طوری که هر 
ix نش��ان دهنده عنصر  )( باش��د.  ixval  مق��دار نامعل��وم 
iام اس��ت که گاهی اوقات، به عنوان مق��دار آن عنصر نیز 
jxix می تواند بیان گر  < استفاده می شود. به عنوان مثال 

)()( نیز باشد. دقت کنید که  است. jxvalixval <

در این مقاله، ما یک مدل س��اده از مقایسه های نادقیق 
 ix را در نظ��ر می گیریم. فرض کنید می خواهیم دو عنصر 
jx را باهم مقایس��ه کنیم. در مدل مقایس��ه های نادقیق،  و
، آنگاه نتیجۀ  δ>− )()( jxvalixval وجود دارد که اگر  0>δ

مقایس��ه دقیق و درست اس��ت، در غیر این صورت نتیجۀ 
مقایس��ه، نادقیق است و نمی توان تش��خیص داد که کدام 
عنصر بزرگ تر می باش��د. با چنین تعریفی ممکن است پیدا 
کردن یک بیش��ینه دقیق و درست، غیرممکن باشد. فرض 
کنی��د مقادیر همۀ عناصر ورودی در حدودδ باش��د، پس 
تمامی مقایسه ها به صورت نادقیق انجام می شوند. درنتیجه 
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در بدتری��ن حالت هرک��دام از عناص��ر ورودی می تواند 
عنصر بیشینه باشد. با این  حال ممکن است شناسایی یک 
بیشینه تقریبی، ش��دنی باشد. عنصر   یک بیشینه 
تقریبی، یا k-بیش��ینه برای همه Xiها اس��ت، اگر بتوان آن 
را به گونه ای یافت که عبارت  
ب��رای هر  و برخیk ها )ترجیحاً کوچک و طبیعی( 

*
ix برقرار باش��د. دقت کنید هدف اصلی برای یافتن چنین 

ای، به حداقل رس��اندن تعداد مقایسه های انجام شده است. 
k به صورتی است که خروجی  منظور از خطا، کمینۀ مقدار 

الگوریتم در نامساوی فوق صدق کند.
δ=1 را در نظر  ب��دون کاس��تن از کلیت مس��ئله، م��ا 
 1=δ δ<0 دلخواه، معادل با  می گیریم. چراکه مس��ئله با 
 x δ/ix اس��ت. برای مقایس��ه دو عنصر و ارزش ورودی 
y بزرگ تر است؛ یعنی  x از  ، اگر مقایس��ه گر ادعا کند  y و 
y را شکست داده است.   ، x ≤−1 باشد، آنگاه می گوییم  yx

x شکس��ت خورده  y از  به س��ادگی نیز می توانیم بگوییم 
-بزرگ تر است، بدین معنی  k    ، y از x است. به طور مشابه 
-بیشینه از یک مجموعه  k kyx باشد. یک عنصر  −≥ که 
-بزرگ تر از همه عناصر در مجموعه  k است، اگر آن عنصر
باشد. اگر مجموعه به صراحت مشخص نشده باشد، آنگاه 
ما به مجموعه ای از تمام عناصر ورودی مراجعه می کنیم. 
-بیشینه است، اگر یک زیرمجموعه  k یک مجموعه، مجموعۀ 
از همه عناصر باش��د و شامل حداقل یک K–بیشینه )یعنی 

عنصر از ارزش حداقل  باشد.
لازم ب��ه ذکر اس��ت، اگر دو عنصر قبلًا باهم مقایس��ه 
شده باش��ند و در روند اجرای الگوریتم احتیاج به مقایسه 
مجدد همین دو عنصر باشد، مقایسه دوباره انجام می شود 
و از نتای��ج مقایس��ه انجام ش��ده در مراحل قبل اس��تفاده 
نمی ش��ود. دقت کنید تمامی لگاریتم های این مقاله در پایه 
دو هس��تند. برای راحت��ی کار، گاهی اوق��ات خطای گرد 
ک��ردن، در نظر گرفته نمی ش��ود. اگر کف و س��قف اعداد 
 تاثیر جزئی روی کران ها داشته باشند، در محاسبات لحاظ 

نمی شوند.

۳- الگوریتم قطعی برای بيشينه یابی

فرض کنید *X بیش��ینه دقیق اعداد ورودی باشد. دقت 
کنید اگر چندین عنصر با بیشینه مقدار وجود داشته باشند 
یکی از آن ها به دلخواه انتخاب می شود. هدف یافتن عنصر 

بیشینه، تنها با استفاده از مقایسه های جفت جفت است.
ب��ا توجه به این که هیچ الگوریتم قطعی بیش��ینه یابی با 

خطای کمتر از 2 وجود ندارد ) قضیه 3-2 ]1[(، الگوریتم
MaxFind-2  با انجام حداکثر  مقایسه یک عنصر 

ب��ا مقدار حداقل x*-2 را برمی گرداند ) لم 3-3 ]1[(. در نظر 
داش��ته باش��ید که s>1 در الگوریتم ی��ک پارامتر با مقدار 
دلخواه اس��ت که اگر مقدار آن مشخص نشود، به صورت 
 در نظر گرفته می شود. منظور از تورنمنت  n پیش فرض 
)1(/2 مقایس��ه، س��پس  −nn ب��ا گردش نوبت، انجام تمام 
مرتب  سازی عناصر با توجه به تعداد بردهایشان به منظور 

یافتن برنده نهایی تورنمنت است.
الگوریتم  MaxFind-2 یک عنصر بیش��ینه را با خطای 
2 می یاب��د. ای��ن الگوریتم را طوری تغیی��ر می دهیم که به 
جای یک عنصر بیش��ینه، مجموعه ای شامل 1- بیشینه را 
برگرداند. این الگوریتم که همان الگوریتم Cover-1 اس��ت، 

، یک مجموعۀ1- بیشینه را برگرداند. 2* −x بجای 
کلید گام بازگش��تی از الگوریتم بیش��ینه یابی با خطای 
کلی، الگوریتم Cover-1 اس��ت. الگوریتم Cover-1 با تنظیم 
 در الگوریت��م MaxFind-2 به دس��ت  ns 2= پارامت��ر 
ها، در  x می آید. با ای��ن تفاوت که خروجی آن اجتماعی از 
گام 3 در ه��ر بار تکرار حلقه، به ع��لاوه مجموعه از اندازه 
 که 1-بزرگ تر از عناصر نامزدهای باقی مانده در  )log(s

گام 5 است.
2-MaxFind  الگوریتم

1 .},,2,1{ nxxxX K= ورودی: 
خروجی: یک عنصر با مقدار حداقل . 2
ها را به عنوان نامزد برچسب گذاری کن.. 3 ix همۀ 
ت��ا زمانی که بیش از  عنصر نامزد وجود دارد مراحل . 4

3 و 4 را انجام بده:
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s تای��ی از عناصر نامزد را . 5     زیرمجموع��ۀ دلخواه
انتخاب کن و روی آن ها یک تورنمنت با گردش نوبت 

برگزار کن.
x را با همۀ عناصر نامزد مقایس��ه کن و عناصری که . 6

x باخته اند را حذف کن. از 
تا هستند(، . 7 s روی عناصر نامزد باقی مانده )که حداکثر 

یک تورنمنت با گردش نوب��ت برگزار کن و عنصر با 
بیشترین تعداد برد را برگردان.

K-MaxFind الگوریتم

},,,{ 21 nxxxX K= ورودی: مجموعه 
-بیشینه k خروجی: یک 

اگر بود، خروج��ی الگوریت��م MaxFind-2 را . 1
روی عناصر ورودی برگردان.

2 . tSS ,,1 K... tSS ,,1 K n عنص��ر ورودی را در مجموعه های ابتدا 
به صورت مس��اوی افراز کن، به طوری که هرکدام از 

آن ها دارای اندازه  باشد.
iS به منظور بازیافتن یک . 3 الگوریتم Cover-1 روی هر

iS باشد، فراخوانی کن.   ، که  1-بزرگ تر از  iT مجموعه
)1( را بازگ��ردان. )این فرآیند  .4 −k -MaxFind )U'i=1

Ti)

بازگشتی در MaxFind-2  متوقف می شود(.

3-1- نتایج نظری

کران ه��ای نظری تعداد مقایس��ه ها در الگوریتم قطعی 
بیشینه یابی، به طور خلاصه در جدول 1 آورده شده است. 
نحوه محاسبه این کران ها نیز، در بخش 3 مقاله ]1[ به طور 

کامل شرح داده شده است.
نتیجه نظ��ری 2-1-1: ی��ک الگوریتم بیش��ینه یابی با 

nloglog وجود دارد. nΟ)( مقایسه و خطای  استفاده از 
 A قضیه 2-1-2:  هر الگوریتم قطعی بیشینه یابی مانند 

)( مقایسه دارد. )12/(11 −+Ω
k

n با خطای k نیاز به انجام 
پس با بیان قضیه 1 می توان دریافت که نتیجه 1 اساساً 

محکم است. 
A یک الگوریتم بیش��ینه یابی  نتیجه نظری 2-1-3: اگر 
 A nΟ)( مقایس��ه را انجام می دهد، آنگاه قطعی باش��د که 

loglog)1(  است. Ο−n حداقل دارای خطای 

4- پياده سازی الگوریتم بيشينه یابی قطعی

با توجه به این که الگوریتم k-MaxFind تنها با استفاده 
از مقایس��ه کردن عناصر ورودی و ب��دون نیاز به دانش 
درباره چگونگی رفتار توابع مورد استفاده در این الگوریتم، 
-بیشینه متناس��ب با ورودی را می یابد، استفاده از  k یک 
این الگوریتم جهت رس��یدن به تعادل قابل قبول بین میزان 
خطا و تعداد مقایس��ه های انجام شده، کافی است. از همین 
رو و ب��ا توجه به این که الگوریت��م Cover-1 یک زیرروال 
برای الگوریتم k-MaxFind است و MaxFind-2، نیز بعد از 
کاهش اندازه ورودی فقط یک بار جهت پیدا کردن بیش��ینه 
نهایی مورد استفاده قرار می گیرد، پس نیازی به پیاده سازی 
جداگان��ه و تحلیل رفتار آن ها نیس��ت. در این مقاله به طور 
خاص درباره پیاده س��ازی الگوریتم  k-MaxFind فارغ از 
چگونگی رفتار توابع مورد استفاده در آن و تغییر رفتار این 
تابع نسبت به تغییر پارامترهای مختلف پرداخته می شود. 
بنابراین از این پس هر جا از کلمه »الگوریتم« اس��تفاده شد 

مقصودمان الگوریتم  k-MaxFind است.
در پیاده س��ازی انجام ش��ده، عناص��ر ورودی از بازه 
]000.100000,000.100000[ به تصادف انتخاب می ش��وند.  +−=X

حالت��ی را در نظر بگیرید که دو عنصر یکس��ان باش��ند. 
مقایسه نادقیق این دو عنصر خطایی را ایجاد نمی کند. پس 
برای دستیابی به خطای پیاده سازی نزدیک واقعیت، نیاز به 

استفاده از اعداد تصادفی است که تکراری نباشند.
برای تحلیل بهتر الگوریتم، تمامی خروجی ها، میانگین 
50 بار اجرای الگوریتم روی ورودی های متفاوت اس��ت. 
فقط به منظور تحلیل آس��ان تر داده های خروجی در بخش 

جدول 1: بررسی اجمالی کران های تعداد مقایسه ها در الگوریتم های 
k 1 و خطای=ä قطعی با تنظيم 

کران پایين
کران های بالا

nk loglog= k 2=k

بيشينه یابی
)( )12/(11 −+Ω

k

n )(nΟ )( )123/(11 2 −⋅+ −

Ο
k

n 2/32n
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3-4 از ورودی حالت اول استفاده شده است. معمولا اجرای 
الگوریتم روی یک مجموعه ورودی همواره یک جواب دارد. 
اما در مورد این الگوریتم به دلیل مقایسه نادقیق که مقدار 
آن تصادفی است، این اتفاق رخ نمی دهد. پس برای 50 بار 

اجرای الگوریتم دو روش امکان پذیر است:  
روش اول: آرای��ه ای از ان��دازه مورد نی��از با عناصر 
تصادفی ایجاد می ش��ود. این آرای��ه را به منظور اجراهای 
مجدد الگوریتم نگه داری کنی��د. پس الگوریتم 50 بار روی 

همین آرایه اجرا می شود.
ان��دازه  از  آرای��ه ای  اول  روش  مش��ابه  دوم:  روش 
موردنیاز با عناصر تصادفی ایجاد می ش��ود. الگوریتم با 
چنین ورودی اجرا می ش��ود. برای اجرای مجدد الگوریتم 
آرای��ه جدید با عناصر تصادفی تولی��د کنید. پس برای 50 
ب��ار اجرا الگوریتم از 50 آرایه تصادفی متفاوت اس��تفاده 

می شود.
در اینجا برای اجرای الگوریت��م، هر دو حالت ورودی 
مورد بررس��ی ق��رار گرفته اس��ت. همان طور ک��ه انتظار 
می رفت، حالت دوم به دلیل تنوع بیش��تر الگوهای ورودی، 
موجب خطای جزئی بیشتری نسبت به حالت اول در برخی 
از اجراها ش��د. اما با توجه به انتخ��اب دلخواه عناصر در 
تورنمنت با گردش نوبت و ماهیت تصادفی بودن نتیجه در 
مقایسه نادقیق، به طور کلی تفاوت قابل ملاحظه ای بین دو 

حالت ورودی دیده نشد.
پارامترهایی که تغییر رفتار آن ها در این پیاده س��ازی 
(، آستانه تفاوت  n بررسی ش��ده اند: اندازه آرایه ورودی )
s نی��ز تعداد عناصری  ( هس��تند.  k δ( و خطای نظری ) (
اس��ت که در مراحل اجرای الگوریتم، روی آن ها تورنمنت 
s پارامتری اس��ت  با گردش نوبت برگزار می ش��ود. پس
ک��ه تغییرات آن نیز در روند اجرای الگوریتم موثر اس��ت. 
نکته جالب توجه در فرایند پیاده س��ازی، تاثیری اس��ت که 
این پارامترها روی تعداد مقایس��ه های انجام شده و خطای 

خروجی الگوریتم دارند.

4-1- جزئیات اجرا

الگوریتم در نرم افزار ++DEV-C نسخه5.6.3پیاده سازی 
و اجرا ش��ده اس��ت. س��پس نتایج حاصل، با اس��تفاده از 
نرم اف��زار متلب نس��خه R2013a در قالب نمودار ترس��یم 
شده اند. جزئیات س��خت افزاری رایانه ای که به وسیله آن 

پیاده سازی ها  انجام شده است، از قرار زیر می باشد:
2.50GHz Processor: Intel)R) Core)TM) i5-4200M 

CPU @ 2.500 GHz  
Installed memory )RAM): 6 GB
System type: 64-bit Operating System, x64-

based processor

Windows edition: Windows 8 Pro 

4-2- نتایج تجربی

در تحلیل رفتار الگوریتم، دو پارامتر س��نجیده خواهند 
شد. 

اولین پارامتر، تعداد مقایسه های انجام شده در الگوریتم 
-بیش��ینه اس��ت. در شمارش تعداد  k برای پیدا کردن یک
مقایس��ه های انجام ش��ده توس��ط الگوریتم، مجموع تعداد 
مقایس��ه های دقیق و نادقیق فارغ از معن��ا و مفهوم آن ها، 
در نظر گرفته خواهد شد. منظور از پیچیدگی الگوریتم نیز 
همین تعداد مقایس��ه های انجام شده توسط الگوریتم است 

)نه زمان اجرای الگوریتم(.
دومین پارامتر خطای حاصل از پیاده سازی در خروجی 
realx مقدار بیشینه  ′k می باشد. اگر  نهایی الگوریتم، با نماد 
′k از  x* خروجی الگوریتم باش��د آن��گاه مقدار  واقع��ی و 

)(/δ محاسبه می شود. *xxreal − طریق فرمول 
در ای��ن بخش درب��اره جزئیات نتایج پیاده س��ازی با 
درنظرگرفتن این که الگوریتم همواره تضمین می کند خطای 
(، با انواع توزیع های داده ای،  k′ -بیش��ینه ) k پیدا کردن یک
در عم��ل به مراتب از خطای به دس��ت آمده از نتایج نظری 

( کمتر است، می پردازیم. k )یعنی
در پیاده سازی، ورودی الگوریتم داده های علامت دار با 3 
 ]000.100000,000.100000[ +−=X رقم اعشاری است که از بازه 
انتخاب می شود تا بتوان با ایجاد الگوهای متنوع و محدود 
به بازه مش��خص، جزئیات تغییر رفتار الگوریتم نسبت به 
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توزیع های مختلف از داده ها را، بهتر مشاهده و تحلیل کرد. 
ب��رای این کار عملکرد الگوریتم نس��بت به 3 نوع توزیع از 

داده های ورودی مورد بررسی قرار گرفته شده است.  
توزی�ع تصادف�ی: به تعداد ان��دازه آرایه های ورودی 
الگوریتم، اعداد به صورت تصادفی طوری تولید می شوند 
که علاوه بر این که در بازه مفروض قرار می گیرند، تکراری 

نیز نباشند.
توزیع مرتب ش�ده: بعد از تولید آرایه های تصادفی و 
بررسی رفتار الگوریتم نس��بت به توزیع تصادفی داده ها، 
همان آرایه ها مرتب خواهند شد و در اختیار الگوریتم برای 
بررس��ی مجدد تغییر رفتار آن، نسبت به این توزیع جدید 

مرتب شده قرار می گیرند.
توزی�ع خوش�ه   ای: برای تولید چنی��ن داده هایی، ابتدا 
n خوشه با هسته تصادفی ایجاد می شود. از هر خوشه 

n عدد غیرتکراری انتخاب می ش��ود. در  نیز به تصادف 

n n با داده های  انتها اجتماع این اعداد، آرایه ای از اندازه 
-خوشه ای ایجاد می کند. 

با توجه به شکل )1(، داده ها با توزیع تصادفی نسبت به 
سایر توزیع ها تعداد مقایسه ها کمتری را تولید کرده است. 
پس از این به بعد برای تحلیل رفتار الگوریتم، از ورودی با 

توزیع تصادفی استفاده خواهیم کرد.
همان طور که در جدول )2( مشاهده می کنید خطا نسبت 

ب��ه انواع توزیع داده های ورودی، تغییر محسوس��ی نکرده 
است.

نتیج��ه جالب و حائ��ز اهمیت در فرایند پیاده س��ازی، 
گواه بر کارایی الگوریتم با ورودی تصادفی در مقایسه با 

داده های خوشه ای و مرتب شده است.

4-3- مقایسه نتایج نظری و پیاده سازی

با توجه به کارایی داده های ورودی با توزیع تصادفی، 
در ادامه نشان می دهیم که الگوریتم با ورودی تصادفی در 
عمل به مراتب رفتار بهتری نس��بت به حالت نظری دارد. با 

nk نتایج زیر حاصل شد. loglog= δ=1 و  تنظیم 
همان طور که در شکل )2( مش��اهده می کنید تصادفی 
بودن به طور قابل ملاحظه ای باعث کاهش تعداد مقایسه های 
انجام ش��ده و بهبود خطا ش��ده اس��ت. دقت کنید که حتی 
بیش��ینه مقدار خطای ورودی تصادفی نیز اختلاف فاحش 
با مق��دار خطای نظری دارد.  الگوریتم با ورودی تصادفی 
 در عم��ل به مراتب رفتار بهتری نس��بت ب��ه حالت نظری 

دارد.

4-4-تاثیر پارامترهای مختلف بر الگوریتم

شكل 1: نتایج حاصل از اجرای الگوریتم با ورودی با توزیع تصادفی، 
δ<0  و  و تاثير آن بر تعداد  1=ä مرتب شده و خوشه ای با تنظيم 

مقایسه های انجام شده

جدول 2: نتایج حاصل از اجرای الگوریتم با ورودی با توزیع تصادفی، 
δ<0 و  1=ä مرتب شده و خوشه ای با تنظيم 

تعداد مقایسه های انجام شده k′ خطا یا 
n

max Aver min max aver min

2869192 2864488 2859656 1.49 0.4598 0 1×106

توزیع
تصادفی

1719997۳ 17188080 17176244 1.29 0.5۳12 0 6×106

2866۳990 28651166 286۳۳۳17 1.19۳ 0.4278 0 1×107

29755۳0 2968046 2959494 1.۳21 0.4185 0 1×106

توزیع
مرتب شده

2699۳۳00 26956590 26922507 1.۳42 0.4666 0 6×106

54072849 54050976 54016499 1.54 0.5274 0 1×107

۳082452 ۳075811 ۳068717 1.۳97 0.40۳1 0 1×106

توزیع
خوشه ای

17619041 17606174 175907۳۳ 1.16۳ 0.410۳ 0.012 6×106

29252947 29219۳46 29191۳67 1.054 0.4645 0.025 1×107
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 n  ،δ  ، k در این بخش به بررس��ی تاثی��ر پارامترهای 
s بر نحوه تغییر رفتار الگوریتم در »تعداد مقایس��ه های  و 
انجام شده« و »خطای خروجی« می پردازیم. اندازه مجموعه 
ورودی  می باش��د که مقادیر 1، 2، 3، 4، 5، 6 و 10 میلیون 

است.
از 20  X لازم به ذکر است تغییر اندازه مجموعه ورودی
میلیون داده به 200 میلیون داده، فقط موجب تنوع بیش��تر 
الگوه��ای ورودی و ب��ه تبع آن افزایش احتمال مش��اهده 

الگوهایی با خطای بیشتر از خطای میانگین شد.

 k تاثیر پارامتر

 nloglog k خطای حاص��ل از نتایج نظری ب��ا مقدار 

است. 
این پارامتر در افراز کردن آرایه ورودی نیز شرکت دارد. 
نحوه تغییر رفتار الگوریتم برای مقادیر  K=3 )کوچک ترین 
)که به ازای   nk loglog= مقدار برای شروع الگوریتم(،  4، 

تمام مقادیر ورودی 5 است(، 6 و 10 بررسی شد.
نتیجه شهودی قابل استنباط از شکل )3(، گواه بر خطی 
بودن تعداد مقایسه های انجام شده توسط الگوریتم به ازای 
اس��ت. این نتیجۀ قابل انتظار، تاییدی بر  k مقادیر مختلف

نتیجه 2-1-1 می باشد. 
k حاصل  نتیج��ه دوم با نگاه کلی  به رفتار تمام مقادیر 
می شود. همان طور که در شکل )3(  مشاهده می کنید نمودار 
  4=k k=3 بیش��ترین تعداد مقایسه بعد از آن  مربوط به 

k  ش��اهد  k نیز با افزایش میزان  و ب��رای س��ایر مقادیر 
افت میزان افزایش تعداد مقایس��ه ها هس��تیم. پس می توان 
k افزایش پیدا می کند، تعداد  نتیجه گرف��ت؛ هرچقدر میزان 
مقایسه های انجام شده توسط الگوریتم کاهش پیدا می کند. 
k  یکسان است؟  اما آیا این میزان کاهش برای همه مقادیر 
   nk loglog= نکته جالب توجه زمانی است که الگوریتم به 
می رسد، دیگر از کاهش چش��م گیر میزان تعداد مقایسه ها 

خبری نیست.
با نگاهی دقیق تر به ش��کل )3( می ت��وان دریافت که، با 
وجود خطی بودن همه نمودارها، در ش��یب، تفاوت وجود 
k=3 به مراتب از س��ایر  دارد. ش��یب نم��ودار مربوط به 
k بیش��تر است. روند کاهش ش��یب تا رسیدن به  مقادیر 
 ادام��ه دارد. ام��ا بع��د از آن روند کاهش  nk loglog=

ش��یب نمودارها کند می شود. از نگاهی دیگر می توان گفت 
 باعث کاهش قابل  nk loglog= k بع��د از  افزای��ش میزان 
ملاحظه ای در تعداد مقایس��ه ها نمی شود. پس در آخر نیز 
 یک کران برای کاهش  nk loglog= می توان نتیجه گرفت؛ 
 تعداد مقایسه ها اس��ت. این نتیجه تاییدی بر نتیجه 3-1-2 

است.
لازم به ذکر اس��ت، کلیه نتایج این قسمت برای تمامی 
δ بررسی شده است و همگی آن ها برقرار هستند.  مقادیر 
 1=δ فق��ط برای ترس��یم نم��ودار به صورت دلخ��واه از 

استفاده شده است. 

0>δ تاثیر پارامتر 

δ، آستانه تفاوت است. زمانی که میزان اختلاف  مقدار
δ باشد مقایسه به صورت نادقیق انجام  دو عدد در حدود 
می شود، در غیر این صورت مقایسه به صورت دقیق انجام 
δ نی��ز از 0.01، 0.1، 0.25، 0.5، 0.75  خواهد ش��د. مقدار 
و 1 تغیی��ر می کند. نتیجه انجام یک مقایس��ه نادقیق روی 
دو عنص��ر نزدیک به هم، انتخ��اب یکی از آن دو عنصر به 
تصادف اس��ت، چراکه قدرت تشخیص عنصر بزرگ تر را 
نداریم. در پیاده س��ازی این فرایند با تولید یک عدد طبیعی 
به تصادف و محاس��به باقی مانده آن به 2 آغاز می ش��ود. 

شكل 2: مقایسه نتایج نظری با نتایج حاصل از اجرای الگوریتم با توزیع 
و  0>δ 1=ä تصادفی، با تنظيم 
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باقی مانده یک عدد به 2 یا 0 است یا 1. اگر باقی مانده 0 بود 
عدد اول به عنوان برنده مقایس��ه در نظر گرفته می شود و 
به عنوان خروجی تابع مقایسه کننده در اختیار سایر توابع 
ق��رار می گیرد، درغی��ر این صورت، ع��دد دوم برگردانده 
خواهد شد. مقایسه های دقیق نیز مقایسه به صورت معمول 

انجام می شود. 
ب��ا در نظر گرفتن این که اعداد ورودی دارای س��ه رقم 
δ=01.0 باشد، حداکثر 10 عدد  اعش��ار هستند، زمانی که 0.01 
δ باش��ند تا مقایسه نادقیق روی آن ها  می توانند در حدود 
δ افزایش پیدا می کند و  اعمال ش��ود. بار دیگر زمانی ک��ه
مقدار آن 0.1 می ش��ود، این تعداد به 100، افزایش می یابد. 
δ باعث می ش��ود تع��داد اعدادی ک��ه درحدود افزای��ش

δ هس��تند، افزای��ش یابد. ای��ن افزایش در جه��ت افزایش 
شکل گیری مقایسه های نادقیق و احتمال افزایش خطاست. 
همان طور که در ش��کل )4( مش��اهده می کنی��د، در ابتدا با 
δ بس��یار کوچک است برای تمامی مقادیر  توجه به این که 
δ افزایش پیدا می کند، در  k خطا صفر اس��ت. هنگامی که 

، این افزایش میزان خطا قابل مشاهده است.  k تمامی مقادیر
نکت��ه جالب توجه در پراکندگی میزان افزایش خطا به ازای

δ=1.0 دقت کنید.  های مختلف است. به نمودار مربوط به k

های مختلف، نش��ان  k رفتار همگن میزان افزایش خطا در
k بس��یار کم  می دهد که افزایش خطا به ازای تغییر میزان 
δ افزایش می یابد پراکندگی میزان افزایش  است. هرچقدر 
δ نسبت به  خطا بیشتر می شود. با افزایش 1000 برابری 

ابتدای کار، دیگر شاهد تغییر رفتار مشابه در میزان افزایش 
k نخواهیم بود. با دنبال کردن  خطا به ازای مقادیر مختلف 
δ، می توان رفتار رو به رشد میزان  سیر افزایش��ی میزان 

پراکندگی افزایش خطا را دید.

S تاثیر پارامتر

s عنصر را به دلخواه انتخاب می کند  الگوریت��م هر بار 
و روی آن ه��ا تورنمن��ت با گردش نوبت برگ��زار می کند. 
s عنصر موجب نتایج متفاوت در  انتخاب های متفاوت این 
خروجی می ش��ود. پس اگر نظم یا الگوی خاصی را برای 
انتخ��اب این عناصر به الگوریتم ابلاغ کنیم، رفتار الگوریتم 
به ازای همان چینش خاص مشاهده می شود و حتما روی 
نتیج��ه خروجی نیز تاثی��ر گذار خواهد ب��ود. بنابراین در 

s عنصر، به تصادف انتخاب می شوند. پیاده سازی این 
s در  در نتای��ج نظری به ص��ورت پیش ف��رض مقدار 
1-Cover و در الگوریتم  ns =   ،2-MaxFind  الگوریت��م

 در نظر گرفته ش��ده بود. در پیاده سازی،  ns 2= مقدار 
 و  ns log= ب��ه ترتیب برای هرک��دام از توابع به  s مقدار 
 تغییر دادیم. نتایج این تغییرات در ش��کل )5(   ns log2=

قابل مشاهده است.
s موجب  همان طور که انتظار داش��تیم کاه��ش اندازه 

شكل ۳: تاثير پارامتر k بر تعداد مقایسه های انجام شده توسط الگوریتم

K' بر خطا یا همان δ شكل 4: تاثير پارامتر 
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شكل )5(: تاثير کاهش مقدار پارامتر S روی خطا و تعداد مقایسه ها

کاهش تعداد مقایسه ها و افزایش خطا شد.

5- نتيجه گيری

در ای��ن مقال��ه، رفتار الگوریتم محاس��بۀ k-بیش��ینه 
در مدل مقایس��ه نادقیق که ممکن اس��ت نتیجۀ مقایس��ه 
داده های نزدیک به هم اش��تباه باش��د، مورد بررسی قرار 
گرف��ت. داده های م��ورد اس��تفاده، داده های تولید ش��ده 
تصادفی با س��ه توزیع مرتب ش��ده، یکنواخت و خوشه ای 
است و تعداد مقایس��ه های انجام شده در اجرای الگوریتم 
 و میزان خطای حاصل در بین نمونه های مختلف مقایس��ه 

گردیدند. 
در مجموع، در داده های مرتب ش��ده، تعداد مقایسه های 
انجام شده به طور ملموسی از سایر توزیع ها بیشتر است 
اما تفاوت ملموس��ی بین س��ایر توزیع ها در این خصوص 
مشاهده نش��د. همچنین میزان خطا و تعداد مقایسه انجام 
شده در عمل، به میزان زیادی با نتایج نظری آن ها متفاوت 
اس��ت. تعداد مقایسه ها برای مقادیر مختلف k نیز بررسی 
گردید که تفاوت زیادی در تعداد مقایس��ه ها در بین مقادیر 

مختلف k مشاهده نگردید. 
همچنین با تغییر میزان نادقیقی )پارامتر δ( نیز نش��ان 
داده شد که به ازای δهای کوچک، میزان خطا تقریباً صفر 
است و با افزایش میزان δ، میزان خطا افزایش پیدا می کند و 

مقدار k نیز در میزان خطا تاثیرگذار است.
به عنوان کارهای آتی، بررسی الگوریتم های پیچیده تر 
نظیر مرتب سازی داده ها در این مدل در عمل به نظر جالب 

توجه است.

سپاسگزاري

از بهنام ایرانفر و امیر مصری خانی جهت راهنمایی در 
فهم بهتر برخی مفاهیم نظری سپاسگزاری می شود.
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