
نوع مقاله: پژوهشی

پاییز 1402، دوره 8، شماره 3، پیاپی 30

*  نویسندۀ مسئول

65

یک الگوریتم تقریبی برای حل مسئله تابع احاطه گر ایتالیایی روی گراف ها

ابوالفضل پورعیدی*
دانشکده علوم ریاضی- دانشگاه صنعتی شاهرود- شاهرود- ایران

a.poureidi@shahroodut.ac.ir :پست الکترونیکی

DOI :  10.22034/CSJ.2023.184641

دریافت مقاله: 1402/06/21

پذیرش مقاله: 1402/08/30

چکیده
تابــع  بگیریــد.  نظــر  در  را  گــراف  
 را یــک تابع احاطه گــر ایتالیایی )احاطه گر 
رومــن( گویند هر گاه هــر راس  با  
مجاور به حداقل یــک راس  با  یا مجاور 
بــه حداقل دو راس  با  باشــد. 
وزن یک تابع احاطه گــر ایتالیایی برای گراف  با کمترین 
مقدار را عدد احاطه گر ایتالیایی گراف  گوییم. مسئله تابع 
احاطه گر ایتالیایی برای گراف  به صورت یافتن یک تابع 
احاطه گر ایتالیایی بــا وزن برابر با عدد احاطه گر ایتالیایی 
برای گراف  تعریف می شــود. ثابت شده است که مسئله 
تابع احاطه گر ایتالیایی NP-کامل اســت. در این مقاله ابتدا 
یک مدل برنامه ریزی خطی صحیح برای این مسئله پیشنهاد 
می کنیم و سپس با استفاده از این مدل یک الگوریتم تقریبی 

با ضریب  برای حل مسئله ارائه می کنیم.
واژه های کلیدی: الگوریتــم تقریبی، مدل برنامه ریزی 

عددی خطی صحیح، تابع احاطه گر ایتالیایی.

1. مقدمه
فرض کنید  یک گراف ساده و بدون جهت با 
مجموعه راس های  و مجموعه یال های  است. همسایگی 
باز یک راس  مجموعه  

مجموعــه راس   یــک  بســته  همســایگی   و 
  اســت. درجــه یــک راس  در 
گــراف  برابــر با  و آن را با  نشــان 
می دهیم. بیشــترین درجه در بین درجه راس های گراف  
را با  نمایش می دهیم. اگر از متن گراف  مشخص 

باشد فقط از نماد  استفاده خواهیم کرد.
تابع  را یک تابع احاطه گر رومن روی 
گراف  گوییم اگر هر راس  با  مجاور به 
حداقل یک راس  با  باشد. یک تابع احاطه گر 
رومن  را به صورت  نیز نشان می دهیم 
 . که برای هر  داریم 
وزن تابــع احاطه گر رومــن  را با  
تعریف می کنیم. مفهوم تابع احاطه گر رومن روی یک گراف 
توسط اســتوارت ]1[ و رول و روســینگ ]2[ مطالعه شد 
و ســپس توســط کوکین و همکاران ]3[ تعمیم داده شــد. 
انگیزه اصلی مطالعه مفهوم تابــع احاطه گر رومن راهبرد 
امپراتور کنستانتین برای دفاع از امپراتوری روم در حدود 
قرن چهارم بعد از میلاد بود. او دســتور داد در هر شــهر 
امپراتوری باید حداکثر دو هنگ مستقر شود. حال اگر یک 
شهر دارای هنگی برای محافظت نبود باید مجاور به شهری 
با دو هنگ باشــد که اگر مورد حمله قرار گرفت از دو هنگ 
شهر مجاور یکی برای دفاع شهر بدون هنگ حرکت کند و 

هنگ دوم از خود شهر مجاور دفاع کند. 
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مفهوم تابع احاطه گر و انواع آن روی گراف ها در بیش 
از صدها مقاله مورد مطالعه و بررسی قرار گرفته اند: تابع 
رومن ]5[،  احاطه گر رومن مضاعف ]4[، تابع احاطه گر 
تابع احاطه گر رومن تام ]6[، تابع احاطه گر رومن علامت دار 
]7[ و تابع احاطه گر عمومی ]8[. برای آشنایی بیشتر با انواع 

توابع احاطه گر رومن به مقاله ]9[ مراجعه شود. 
رومن  چلالی و همکاران ]5[ مفهوم تابع احاطه گر 
رومن را همچنین  را تعریــف کردند. تابع احاطه گــر 
تابع احاطه گر ایتالیایی نیز می نامند ]10[. یک تابع احاطه گر 
رومن  را یک تابع احاطه گر ایتالیایی روی 
گراف  گوییم اگر هر راس  با  مجاور به 
حداقــل یک راس  با  یا مجاور به حداقل 
دو راس  با  باشــد. وزن یک 
تابع احاطه گر ایتالیایی بــرای گراف  با کمترین مقدار را 
عدد احاطه گر ایتالیایی گراف  گوییم و با نماد  
نشــان می دهیم. مسئله تابع احاطه گر ایتالیایی برای گراف 
 بــه صورت یافتن یــک تابع احاطه گــر ایتالیایی با وزن 
برابر بــا عدد احاطه گــر ایتالیایی برای گراف داده شــده 
تعریف می شــود. ثابت شده است که مسئله تابع احاطه گر 
ایتالیایی NP- سخت است حتی برای گراف های دوبخشی 
]5[ و گراف های مســطح ]11[. از آنجایی که مســئله تابع 
احاطه گر ایتالیایی روی گراف ها NP-سخت است، طراحی 
الگوریتم های تقریبی برای حل آن پیشــنهاد می شــود. در 
سال 2020 میلادی، پادامودان و همکاران ]12[ یک الگوریتم 
تقریبی برای مســئله تابع احاطه گر ایتالیایی روی گراف  
با ضریب حداکثر  ارائه کردند. در این 
مقالــه یک الگوریتم حریصانه برای مســئله تابع احاطه گر 
ایتالیایی روی گراف هــا با ضریب  ارائه 
می دهیم به طوری که ضریب تقریب الگوریتم پیشــنهادی 

در ]12[ را بهبود می دهد.
با توجه به این که بیشــتر افراد معتقدند که P ≠ NP، آنگاه 
برای حل یک مسئله NP-ســخت نباید دنبال یک الگوریتم 
چندجمله ای باشــیم. به نظر می رسد الگوریتم های تقریبی 

یک راه حل موفق برای حل مسائل بهینه سازی سخت است. 
در طراحی الگوریتم های تقریبی برای حل یک مسئله سخت 
از پیچیدگی نمایــی به پیچیدگی چندجمله ای عبور می کنیم 
و در عوض، جواب دقیق برای مســئله سخت را با جوابی 
جایگزین می کنیم که هزینه جــواب تقریبی با جواب بهینه 
حداکثــر ɛ %  برای یک مقدار  داده شــده متفاوت 
است. این کارآیی برای مسایل سختی که کاربردهای مهمی 
دارند خیلی مورد توجه اســت. برای اطلاعات بیشــتر در 
مــورد الگوریتم های تقریبی به کتاب های ]13-14[ مراجعه 

کنید.
ســاختار این مقاله به صورت زیر اســت. در بخش 2، 
ابتدا یک مــدل برنامه ریــزی خطی صحیح برای مســئله 
تابع احاطه گر ایتالیایی روی گراف ها پیشــنهاد می دهیم و 
ســپس یک مدل برنامه ریزی خطی صحیح جایگزین برای 
مــدل اولیه ارائــه می کنیم. در بخش 3 با اســتفاده از مدل 
برنامه ریزی خطی صحیح جایگزین پیشنهادی بخش 2 یک 
الگوریتم حریصانه تقریبی برای حل مســئله تابع احاطه گر 

ایتالیایی روی گراف  ها ارائه می کنیم.

2. یک مدل برنامه ریزی خطی صحیح
 )ILP( در این بخش، یک مدل برنامه ریزی خطی صحیح
برای مســئله تابع احاطه گر ایتالیایــی روی گراف ها ارائه 
می کنیم. ســپس یک مدل ILP جایگزین برای مســئله تابع 
احاطه گر ایتالیایی روی گراف ها پیشــنهاد می کنیم و نشان 
می دهیم که این دو فرمول بندی برای مسئله تابع احاطه گر 
ایتالیایی روی گراف ها معادل هستند. گراف  
را در نظــر بگیرید و فرض کنید  یک تابع 
احاطه گر ایتالیایی روی  باشد. دو متغیر  و  را برای 

هر راس  به صورت زیر تعریف می کنیم.

فرمول بندی IDF1 برای مســئله تابع احاطه گر ایتالیایی 
روی گراف  را به صورت تعریف می کنیم.
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)1(

)2(

)3(

)4(

مقدار تابع هدف با قید )1( داده شــده است. مقدار تابع 
هدف همان وزن گراف است که مجموع مقادیر نسبت داده 
شــده به راس های گراف است. مقادیر نسبت داده شده به 
راس های گــراف از مجموعه  انتخاب می شــوند. 
اگر مقــدار 1 را به یــک راس مانند  نســبت دهیم داریم 
 و اگر مقدار 2 را به یک راس مانند  نســبت دهیم 
داریــم  و در غیر این صــورت برای راس  داریم 
. در نتیجــه مقــدار تابع هــدف به صورت 

 تعریف می شود. برای هر راس 
، آنگاه حداقل یک  ، قید )2( اطمینان می دهند اگر 
راس  مجــاور به  با  یا دو راس  مجاور 
به  با  وجود دارد. واضح است برای 
هر راس  با  قید )2( ارضا می شود. برای 
، قید )3( اطمینان می دهد  حداکثر یکی  هر راس 
از دو مقــدار مجموعه  را انتخاب می کند. با توجه به 
، متغیرهای تصمیم گیری  قیود )4(، برای هــر راس 

 و  مقدارشان را از مجموعه  انتخاب می کنند. 
مثــال 1. گــراف  را در نظــر بگیرید که 
. فرمولبندی   و 

IDF1 برای گراف  به صورت زیر است.

در ادامــه یک فرمــول بندی ILP جایگزیــن IDF2 برای 
مسئله تابع احاطه گر ایتالیایی روی گراف  ارائه می کنیم. 

)5(

)6(

)7(

در ادامه معادل بودن دو فرمول بندی IDF1 و IDF2 را 
ثابت می کنیم.

بــا  لــم 1. بــرای گــراف داده شــده  
، فرض کنید  که

جــواب  یــک  و    
 بهینــه بــرای فرمول بنــدی IDF2 اســت. آن گاه برای هر

.   داریم 
اثبــات. با برهــان خلف فــرض کنید برای یــک مقدار 

.   از آنجایی که   داریم 
و  کنیــد   فــرض   . داریــم 
 به طوری 
 ) که  اگر  و در غیر این صورت )اگر 

 .  و  برای هر 
از آنجایــی که  یک جــواب بهینه برای 
فرمــول بندی IDF2 اســت، پــس یک جواب شــدنی برای 
فرمول بندی IDF2 نیز هست. با توجه به تعریف متغیرهای 

 و  این نتیجه حاصل می شود که

،  و  بــرای هر 
 به طوری که  مجاور به راس  نباشــد، به عبارت 
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، از آنجایی که  . اگــر  و   دیگر 
 بدســت می آوریم کــه  و در 
 ،  ، نتیجه

. همچنین،  و 

. بنابراین،   ،  و 
یک جواب شدنی برای IDF2 نیز هست. 

مقدار تابع هدف فرمول بندی IDF2 برای جواب شــدنی 
 برابر با مقدار زیر خواهد بود.

همچنین، مقدار تابع هــدف فرمول بندی IDF2 برای  
برابر با مقدار زیر خواهد بود.

بنابراین، مقدار تابع هدف فرمول بندی IDF2 برای جواب 
شدنی  کمتر از مقدار تابع هدف فرمول بندی IDF2 برای 
جواب شدنی  اســت. این با فرض این که  یک جواب 
بهینه برای IDF2 اســت در تناقض اســت. این اثبات لم را 

کامل می کند. 
، مقدار تابع هدف  قضیه 2. برای یک گراف داده شده 
فرمول بندی )4(- )1( برابر با مقدار تابع هدف فرمول بندی 

)7(-)5( است.
اثبــات. فــرض کنیــد  یــک گــراف بــا 
 است. مقادیر توابع هدف فرمول بندی های 
IDF1 و IDF2 را به ترتیب با OPT1 و OPT2 نشان می دهیم. 

فرض کنید  و  به ترتیب مجموعه جواب های شــدنی 
فرمول بندی های IDF1 و IDF2 باشــند. واضح است که هر 
 IDF2 نیز یک جواب شدنی برای IDF1 جواب  شــدنی برای

. این نتیجه می دهد که  است و در نتیجه داریم 

کنیــد   فــرض  برعکــس، 
یــک  و   کــه  
جواب بهینــه برای فرمول بنــدی IDF2 اســت. در نتیجه 
. با توجه به لم 1، برای هر 
 داریــم  و در نتیجه   
نیــز یــک جــواب شــدنی بــرای IDF1 اســت. بنابراین 
ایــن اثبــات قضیه را 

کامل می کند. 

3. یک الگوریتم تقریبی
در این بخش، یک الگوریتم حریصانه برای حل مســئله 
تابع احاطه گر ایتالیایی روی گراف   بر اساس فرمول بندی 
IDF2 پیشنهاد شده در بخش قبلی ارائه می کنیم. فرض کنید

،
،

،
و 

،
به طــوری که  یک ماتریــس همانــی از اندازه  و 
 ماتریس مجاورت گراف  است، به عبارت دیگر یک 
ماتریس مربعی  به طوری که عنصر سطر  و ستون 
 مقدار یک اســت اگر  و در غیر این صورت صفر 
اســت. می توانیم مدل برنامه ریــزی خطی صحیح تعریف 

شده در )IDF2 )5(-)7 را به صورت زیر بازنویسی کنیم. 

               )8(
)9(

)10(         

مثال 2. برای گراف  داده شده در مثال 1 فرمول بندی 
IDF2 در قالب شــکل ماتریســی مــدل برنامه ریزی خطی 

صحیح )8(-)10( به صورت زیر خواهد بود. توجه کنید که 
در )8(-)10( همه ضرایب باید صحیح باشند.
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قضیه 3. فرض کنید OPT جواب بهینه مدل برنامه ریزی 
خطی صحیــح تعریــف شــده در )10(-)8( و  خروجی 
الگوریتم 3.1 است. آنگاه  که 

.
اثبات. به ]15[ مراجعه شود.

توجه کنید که بر اساس مدل برنامه ریزی خطی صحیح 
)8(-)10( الگوریتم 3.1 پیشــنهادی مقالــه ]15[ کار می کند. 
بنابراین برای اســتفاده از این الگوریتم حریصانه برای حل 
یک مسئله سخت به صورت تقریبی باید یک مدل برنامه ریزی 
خطی صحیح برای مســئله سخت به شــکل )8(-)10( ارائه 
کنیم. در فرمول بندی IDF1 در قید )3( برای هر راس  
داریــم  که این قیــد را نمی توان در قالب مدل 
برنامه ریزی خطی صحیــح )8(-)10( بیان کرد. در قضیه 2 
ثابــت کردیم که مقدار تابع هــدف فرمول بندی های IDF1 و 
IDF2 برابر هستند. در فرمول بندی IDF2 قید )3( فرمول بندی 

IDF1 حذف شــده است. بنابراین از فرمول بندی IDF2 برای 

طراحی الگوریتم استفاده می کنیم که می توان آن را به شکل 
مدل برنامه ریزی خطی صحیح )8(-)10( بازنویسی کرد.

در مــورد الگوریتــم 3.1 توضیحات زیــر قابل توجه 
اســت. الگوریتم، حریصانه یکی از ستون های  ماتریس  
را انتخــاب می کند که مقــدار  را کمینه می کند. این 
انتخاب تابع هدف را مقدار کمی افزایش می دهد و بیشــتر 
( را تا حدودی ارضا می کند.  شرط ها )ستون های ماتریس 
وقتــی که داریم  با انتخاب  ممکن اســت 
-ام ارضا شــود و مقدار بزرگ  باعث شود  که شرط 
که نســبت  کوچک به نظر آید. بنابراین لازم است 
مقادیــر بزرگ  ماتریــس  را در پایان هر دور اجرای 
حلقه تکرار الگوریتم حذف کنیم. این کار با جایگزین کردن 

مقادیر بزرگ  با مقدار  انجام می شود.
قضیــه 4. بــرای یک گــراف داده شــده  

، یــک الگوریتــم تقریبــی بــا ضریب  بــا 
 برای مسئله تابع احاطه گر ایتالیایی روی 

گراف  وجود دارد.
 IDF2 مقدار بهینــه تابع هدف OPT اثبــات. فرض کنید
است. بنا به قضیه OPT ،2 مقدار بهینه تابع هدف IDF1 نیز 
هســت. فرض کنید  خروجی الگوریتم 
3.1 بــا ورودی گراف  اســت. از آنجایی که  خروجی 
الگوریتم 3.1 با ورودی گراف  اســت  یک جواب شدنی 
برای فرمول بندی IDF2 است و ممکن است برای یک مقدار 
؛ یا به عبارت   داشــته باشیم 
. چنین  دیگر برای یک راس مانند  داریم 
 IDF1 جوابی نمی تواند یک جواب شدنی برای فرمول بندی
باشد چرا که قید )3( ارضا نمی شود. بنابراین، بردار جدید 
 را به صــورت  اگر 
  )  و در غیر این صورت )اگر 
و  برای هر  محاسبه می کنیم. با توجه به 
این که  علاوه بر قیدهای IDF2 قید  را برای 
هر  ارضا می کند یک جواب شــدنی برای IDF1 است 
. )توجه کنید که تابع هدف هر  به طوری که 
دو فرمول بندی IDF1 و IDF2 یکســان هستند.( با توجه به 

قضیه 3 بدست می آوریم که

این اثبات قضیه را کامل می کند.
، در نتیجه  با توجــه به ایــن کــه 
ضریب تقریب قضیه 4 می تواند حداکثر  

باشد که داریم

که نشان می دهد ضریب تقریب الگوریتم پیشنهادی در 
]12[ را بهبود می بخشد.

( ) Algorithm IDFP

 Input: A graph

Output: A feasible solution  to ILP defined 
in (8)-(10).

1

2
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while  do3

4

5

6

7

8

return 9

مثال 3. در اینجا الگوریتــم 3.1 را روی گراف  داده 
شــده در مثال 1 دنبال می کنیم. توجه کنید که ماتریس های 
 در مــدل برنامه ریزی خطی صحیــح )8(-)10( 
برای گراف  در مثال 4 داده شــده اند. قبل از اجرای حلقه 

تکرار while داریم:
.  و 

بعد از اولین اجرای حلقه تکرار while داریم: 

 و  و  و 
 و  

بعد از دومین اجرای حلقه تکرار while داریم: 

 و  و  
و  و

بعد از سومین اجرای حلقه تکرار while داریم: 

 و  و  
و  و 

حــال چــون  شــرط حلقــه تکرار 
while غلــط اســت و حلقه تکــرار while خاتمه می یابد و 

الگوریتــم  به عنوان خروجی 
برمی گردانــد که می گوید به راس هــای 1، 2 و4 مقدار 1 و 
به بقیه راس ها مقدار صفر را نســبت دهیم که از اتفاق یک 
جواب بهینه برای مسئله تابع احاطه گر ایتالیایی روی گراف 

 است. 

نتیجه گیری
در این مقاله مســئله یافتن یک تابــع احاطه گر ایتالیایی 
روی گراف ها را بررسی کردیم. با توجه به اینکه این مسئله 
NP-ســخت اســت، ارائه یک الگوریتم تقریبی یک پیشنهاد 

خوب برای حل این مســئله است. در این مقاله ابتدا یک مدل 
برنامه ریزی خطی صحیح برای مسئله تابع احاطه گر ایتالیایی 
روی گراف ها پیشنهاد دادیم و سپس یک مدل برنامه ریزی 
خطــی صحیح جایگزین بــرای مدل اولیه ارائــه کردیم. در 
انتها با استفاده از مدل برنامه ریزی خطی صحیح جایگزین 
پیشنهادی، یک الگوریتم حریصانه تقریبی برای حل مسئله 

تابع احاطه گر ایتالیایی روی گراف  ها ارائه کردیم.
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