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چکیده
در ایــن مقاله، الگوریتمی برای  رنگ آمیزی همســایه- 
 مکان یاب  درخت ها  ارایه گردیده است.  رنگ آمیزی  گراف ها 
و کاربردهای آن از مباحث اصلی و پر کاربرد  گراف هاست. 
 رنگ آمیــزی  گراف هــا در دو حوزه  رنگ آمیــزی گره ها و 
 رنگ آمیــزی  یال های گراف مورد مطالعه قــرار گرفته اند. 
در  رنگ آمیــزی گره ها، در ســال های اخیر مفاهیم جدیدی 
از  رنگ آمیــزی  گراف ها مانند " رنگ آمیــزی  مکان یاب" و 
" رنگ آمیــزی همســایه-  مکان یاب"، مطرح شــده و مورد 
 مطالعه قــرار گرفته اند. تخصیص اعضــای مجموعه رنگ 
 به مجموعه گره های یک گراف را یک 
k- رنگ آمیزی )مناسب( گوییم اگر و فقط اگر به هیچ زوج 

همسایه ای رنگ یکســان اختصاص نیافته باشد. با اعمال 
 محدودیت های بیشتر در رنگ آمیزی، به انواع دیگری از این 
مسئله خواهیم رســید. تعداد حداقل رنگ برای  رنگ آمیزی 
مناســب یک گراف را عــدد رنگی گراف گوییــم؛ این عدد 
برای انواع  رنگ آمیزی به طور مشــابهی تعریف می شود. 
پیدا کردن عدد رنگی یک گراف در فرم بهینه سازی مسئله 
و همچنین تشــخیص k-رنگ پذیری گــراف برای k>2، در 
فرم تصمیم مســئله، از مســایل معروف np-hard هستند. 
نــوع خاصی از  رنگ آمیزی مناســب که موضوع این مقاله 
است،  رنگ آمیزی همســایه-  مکان یاب گره ها است. در این 

مسئله گره ها باید طوری  رنگ آمیزی شوند که علاوه بر غیر 
یکســان بودن رنگ همسایه ها، مجموعه رنگ همسایه های 
 گره های همرنگ، متمایز از هم باشند. در مبحث  رنگ آمیزی 
همسایه-  مکان یاب گره ها با وجود مطالعات وسیع صورت 
گرفته در زوایای نظری بحث، از جمله روابط بین عدد رنگی 
در انــواع رنگ آمیزی ها و عدد رنگــی  گراف های خاص، از 
نظــر الگوریتمی، در این زمینه نتیجــه قابل توجهی وجود 
ندارد. در این مقاله، الگوریتمی برای  رنگ آمیزی همسایه- 
 مکان یاب  درخت ها ارایه شده است. ثابت می کنیم الگوریتم 
از مرتبــه زمانی چند جمله ای اســت و در مــورد حداکثر 
 رنگ های استفاده شده برای  حالت های خاصی از  درخت ها 

بحث خواهیم کرد. 
واژه هاي کلیــدي:  رنگ آمیزی  گراف هــا،  رنگ آمیزی 

 درخت ها،  رنگ آمیزی همسایه-  مکان یاب. 

1. مقدمه
 رنگ آمیزی  گراف ها روشــی موفــق و معروف جهت 
متمایزســازی و شناســایی اجزای گراف شامل رئوس و 
 یال ها اســت. غالبا با در نظر گرفتــن کاربردهای مختلف، 
 محدودیت هــای مختلفــی در  رنگ آمیــزی  گراف ها اعمال 
می شود. این  محدودیت ها موجب مطرح شدن انواع مختلفی 
از  رنگ آمیزی شده اســت. در  رنگ آمیزی راسی  گراف ها، 
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زمانی کــه تمایز رئوس مجاور مطرح باشــد، مســئله را 
 رنگ آمیزی راسی گراف گویند]1[. در صورتی که تمایز بین 
 گره های همرنگ توســط مجموعه رنگ  گره های با فاصله 
یکســان از آنها مدنظر باشد، مســئله تبدیل به  رنگ آمیزی 
 مکان یاب1 می شــود]2، 3[. اگر الزام به تمایز در  گره های با 
فاصله یک )همسایگی ها( وجود داشته باشد، آزادی عمل در 
 رنگ آمیزی کمتر شــده و مسئله جدیدی به نام  رنگ آمیزی 

(2 ]4، 5، 6[ تعریف می شود.  همسایه-  مکان یاب)
اگر چــه قدمت مباحث  رنگ آمیــزی در نظریه  گراف ها 
به ســال 1852 برمی گردد، آغاز مباحــث الگوریتمی این 
حوزه به مراتب جدیدتر بوده و اوایل دهه 1970 را می توان 
ســرآغازی برای نگاه محاســباتی به  رنگ آمیزی دانست. 
مســئله عدد رنگی، یکی از 21  مسئله ای است که کارپ در 
سال NP 1972-کامل بودن آنها را اثبات کرده است. همچنین 
در همان زمان الگوریتم های مختلفی با زمان اجرای نمایی 
برپایه روش عقب گرد توســعه یافتنــد. یکی از کاربردهای 
اصلی  رنگ آمیزی گراف، تخصیص رجیستر در کامپایلرها 
در سال 1981 معرفی شــد. کاربردهای زیادی برای انواع 
 رنگ آمیزی ذکر شده اســت؛ از اهم این کاربردها می توان 
به تشخیص خطا در شبکه ها ]7[، آزمایش بیولوژیکی ]8[، 
یادگیری ماشین ]9[، تجزیه و تحلیل بازی ]10[ و آزمایش 

هم ریختی ]11[ اشاره کرد. 

2. تعاریف و نمادها
در ایــن بخش به ارایــه تعاریف و معرفــی نمادهایی 
می پردازیم که در مقاله از آنها اســتفاده شــده است. برای 
حفظ ســادگی و انسجام، در سراســر مقاله از تعاریف و 
نمادهــای به کار رفته در کتاب "مقدمه ای بر نظریه گراف" 

]1[ استفاده خواهیم نمود. 
گراف: گراف G،  ساختاری متشکل از دو مجموعه است؛ 
مجموعــه ای از  راس ها و مجموعــه ای از  یال ها که هر یال 
توســط یک زوج از رئوس مشخص شده و نشانگر وجود 

1- Locating coloring
2- Neighbor-locating coloring

 رابطه ای بین آن دو راس اســت. غالبــا مجموعه رئوس با
بــا   مجموعــه  یال هــا   ،
 و خــود گراف بــه صورت 

G=(V, E) نشان داده می شود.

درخت: به گراف پیوســته بــدون دور، درخت گوییم. 
 درخت ها در مقایســه بــا  گراف های غیر درخــت، دارای 
ســاختار ساده تری هســتند که موجب می شود این دسته 
خاص از  گراف ها، در مســایل مشابه توسط الگوریتم های 
کارآتری به جواب برسند. به  گره های انتهایی درخت که یک 
همسایه دارند، برگ گویند. هر درخت حداقل دو برگ دارد 
زیرا در غیر این صورت گراف الزاما شامل دور خواهد بود. 
همچنین به مجموعه ای از  درخت ها که به عنوان یک ساختار 

واحد در نظر گرفته شوند، جنگل گفته می شود. 
 k- رنگ آمیزی راسی: برای گراف G، یک k- رنگ آمیزی 
روی رئوس، تابعی اســت مانند f ازمجموعه رئوس   
 vو u به طــوری که به ازای هر {k ,· · · ,2 ,1} بــه مجموعه
مجاور، داشــته باشــیم: f(u) ≠ f(v). در اینجا مقدار f(v) را 
رنگ گره v می نامیم. جهت تمایز با  رنگ آمیزی های خاص 
دیگر، این  رنگ آمیزی » رنگ آمیزی مناسب«3 نامیده می شود.

عــدد رنگی: عدد رنگــی گراف G که با  نشــان 
داده می شــود، حداقل مقدار k اســت که G به ازای آن یک 

k- رنگ آمیزی را می پذیرد.

افراز رنگی گراف: هر k- رنگ آمیزی از یک گراف، یک 
افــراز  روی راس های گراف ایجاد می کند 
که در آن همه راسهای واقع در  دارای رنگ i-ام هستند.

فاصله از رنگ: فاصله گره u از مجموعه   یا به عبارتی 
رنگ i-ام به صورت  
تعریــف می شــود کــه در آن  تعــداد  یال ها روی 

کوتاه ترین مسیر بین u و v است.
k- رنگ آمیــزی  مکان یاب: یک k- رنگ آمیزی مناســب 
روی گره ها را k- رنگ آمیــزی  مکان یاب گوییم اگر به ازای 
هر دو راس هم رنگ u و v، وجود داشــته باشــد i-ای که 

 .
3- proper coloring
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عــدد رنگی  مکان یاب: به کوچکترین عدد k  که به ازای 
آن یک k- رنگ آمیزی  مکان یاب برای گراف وجود داشــته 
باشــد، عدد رنگی  مکان یــاب آن گراف گوییــم و آن را با 

 نشان می دهیم.
k- رنگ آمیزی همسایه-  مکان یاب: مجموعه  رنگ های 

 اختصاص داده شــده توســط تابع f به همسایه های گره
u را با  نشــان می دهیم. اگــر در یک k- رنگ آمیزی 
 مناســب، به ازای هر u و v با رنگ یکســان داشته باشیم

 آنــگاه آن  رنگ آمیــزی را  رنگ آمیــزی 
همسایه- مکان یاب گوییم. 

عدد رنگی همسایه-  مکان یاب: به کوچکترین عدد k که 
به ازای آن گراف G یک  رنگ آمیزی همســایه-  مکان یاب را 
می پذیرد، عدد رنگی همســایه-  مکان یاب گراف G گوییم و 

آن را با  نشان می دهیم. 
با توجه به این که هر  رنگ آمیزی همسایه-  مکان یاب یک 

 رنگ آمیزی معمولی است؛ همواره رابطه زیر برقرار است:

همین موضوع در مورد  رنگ آمیزی  مکان یاب نیز صدق 
می کند و داریم:

از طرفــی هــر  رنگ آمیــزی همســایه-  مکان یاب یک 
 رنگ آمیزی  مکان یاب اســت که در آن الزاما به ازای هر دو 
گره همرنگ رنگی وجود دارد که فاصله آن از یکی از گره ها 

دقیقا 1 و از دیگری مخالف یک است. بنابراین داریم:

و در نهایت داریم:
  

3- الگوریتم  رنگ آمیزی همســایه-  مکان یاب 
برای  درخت ها 

با توجه به Np-hard بودن مســاله  رنگ آمیزی مناسب 
در حالت کلــی و عدم وجــود الگوریتم هــای  رنگ آمیزی 
همســایه- مکان یاب، پرداختن به  حالت هــای خاص مانند 
 درخت ها می تواند گشایشــی برای الگوریتم های مربوط به 

حالت کلی  گراف ها یا  حالت های خاص غیر درخت باشد.
در روش ارایــه شــده، با حداقل رنگ لازم شــروع به 
 رنگ آمیزی درخــت می کنیم و در طول الگوریتم، به تدریج 

به تعداد رنگ ها افزوده خواهد شد. 
ابتدا لیســتی از  گره های درخت ایجاد کــرده و آنها را 
بر حســب تعداد برگ های متصل به آنهــا به صورت غیر 
صعودی مرتب می کنیم. حال از ابتدای لیســت، گره دارای 
بیشــترین برگ را به همراه برگ های متصــل به آن رنگ 
، و برگ های متصل  می کنیم. فرض کنید گره انتخاب شده 
به آن باشــند )شکل 1(؛ در این صورت  و 
برگ هایش را - چه  همسایه غیر برگ داشته باشد و چه 
نداشته باشد- نمی توان با کمتر از   رنگ به صورت 
   رنگ آمیــزی کرد. زیرا تنها همســایه برگ ها گره  
است و داشتن همسایه های با  رنگ آمیزی غیر یکسان برای 
آنها غیر ممکن؛ بنابراین رنــگ برگ ها باید دو به دو مجزا 
باشــند و   رنگ برای  رنگ آمیزی برگ ها مورد نیاز است. 
از طــرف دیگر  همســایۀ همه برگ هاســت و باید رنگی 
متفاوت ازهمه آنها داشــته باشد، بنابراین در این مرحله از 

الگوریتم به   رنگ نیاز داریم.

شکل 1: یک گره با برگ ها و همسایه های غیر برگ آن

در ادامــۀ الگوریتم، رنگــی را که به عنــوان رنگ گره 
( اســتفاده شده اســت، هرگز استفاده نخواهیم  مرکزی )
کرد. ولی رنگ های استفاده شده روی برگ ها را، تا زمانی 
که برای یک گره مرکزی مورد اســتفاده قــرار نگیرند، به 
دفعات اســتفاده خواهیم کرد. به این منظور دو لیســت  
و  را بــه ترتیب برای  رنگ های فعــال و  رنگ های کنار 
گذاشته شده به کار می گیریم. در آغاز الگوریتم، دو لیست 



61 الگوریتمی برای  رنگ آمیزی همسایه ... / رضا ندیمی

خالی هستند. با ایجاد هر رنگ این رنگ وارد  می شود و 
تا پیش از انتقال به   به دفعات قابل استفاده خواهد بود. 
بعد از  رنگ آمیزی گره مرکزی و برگ هایش، رنگ استفاده 
شده در مرکز را از  حذف کرده و به  اضافه می کنیم. 
لیست  فقط برای جلوگیری از اضافه شدن رنگ تکراری 

مورد استفاده قرار می گیرد.
 گره های رنگ شــده را از درخت حــذف می کنیم تا به 
درخــت )یا جنگل( کوچکتری برســیم. به صورت تکراری 
سراغ پر برگ ترین گره در انتظار  رنگ آمیزی می رویم و گره 
مرکزی و برگ های بی رنگش را با  رنگ های موجود در  
 رنگ های متفاوت می زنیم. اگر به تعداد کافی رنگ نداشتیم 
بــه تعداد مــورد نیاز رنگ جدید به  اضافــه کرده و در 
 رنگ آمیزی استفاده می کنیم. در ادامه الگوریتم  رنگ آمیزی 
با جزییات بیان شده اســت و در قسمت بعد اثبات صحت 

الگوریتم و  بودن   رنگ آمیزی آمده است.
الگوریتم  :

    =  .1
2.  گره های درخت را در لیســت Uncolored قرار داده، 
بر حسب تعداد برگ هایی که دارند به صورت غیر صعودی 

مرتب می کنیم.
3. از ابتدای لیســت Uncolored گره با بیشترین تعداد 
بــرگ را انتخــاب کرده، بــه آن گره و تمامــی برگ هایش 
 رنگ های متمایزی از  را اختصاص می دهیم. در صورت 
، به تعداد مورد نیاز رنگ جدید که در   کمبود رنگ در 

نباشند به  اضافه می کنیم.
4. رنــگ اختصاص یافته به گره مرکزی را از  به  

منتقل می کنیم.
5.  گره های رنگ شــده را از لیســت Uncolored حذف 

می کنیم. 
6. تعــداد برگ های گره ها را بروز کرده صف را مرتب 

می کنیم.
، پایان الگوریتم، وگرنه به گام  7. اگر 

3 برمی گردیم.

قضیــه 1: در پایــان الگوریتم NLC، یــک  رنگ آمیزی 
همســایه-  مکان یاب کامل روی  گره هــای درخت خواهیم 

داشت.
اثبات: اثبات قضیه را در سه قسمت زیر انجام خواهیم 

داد:
الف- همه گره ها رنگ شده اند.

ب- هیچ دو گره همسایه ای با رنگ یکسان وجود ندارند.
پ- اگــر دو گره رنگ یکســانی داشــته باشــند آنگاه 

مجموعه  رنگ های همسایه های آن دو گره متمایزند.
اثبــات الف: هیچ گره ای پیش از رنگ شــدن از لیســت 
Uncolored حذف نمی شود، بنابراین با تهی شدن این لیست 

که شرط پایان الگوریتم است، همه گره ها رنگ شده اند.
اثبــات ب: کلید اصلی اثبات ادعای ب این اســت که در 
هــر مرحلــه از رنگ آمیــزی، رنگ گره مرکزی از لیســت 
 رنگ هــای مجاز بــرای  رنگ آمیزی حذف می شــود. برای 
این که نشــان دهیم هیچ دو همسایه ای با  رنگ های یکسان 
رنگ نشــده اند، گره ها را بر حســب این که در زمان رنگ 
شــدن گره مرکزی یا برگ باشند به دو دسته مرکزی ها و 
برگ ها تقسیم می کنیم. مرکزی ها با همسایه های حذف شده 
خود همرنگ نیستند. زیرا همسایه های حذف شده، پیش از 
این گره رنگ شــده اند، بنابراین مرکزی بوده اند و رنگشان 
از مجموعــه  رنگ های فعال حذف شــده اســت. همچنین 
مرکزی ها رنگی متفاوت همســایه های برگ خود می گیرند. 
و نیــز رنگی که به مرکزی می دهیم در مراحل بعدی مورد 
اســتفاده قرار نخواهند گرفت. بنابراین با همسایه های غیر 
برگ خــود هم همرنگ نخواهــد بود. حــال ثابت می کنیم 
برگ ها هم با همسایه های خود همرنگ نیستند. برگ ها دو 
نوع همســایه دارند همسایه هایی که پیشتر رنگ شده اند و 
گره مرکزی مرحله جاری. همســایه های حذف شده، خود 
مرکزی بوده اند و رنگشــان پیشــتر غیر فعال شده است 
بنابراین با برگ کنونی همرنگ نیســتند و همچنین همسایه 
مرکزی مرحله جاری طبق الگوریتم رنگ متفاوتی از برگ ها 
می پذیرد بنابراین همه گره ها رنگی متفاوت از همسایه های 
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خود را دارند. 
اثبات پ: فرض کنیم در انتهای الگوریتم، دو گره  و 

همرنگ هستند، ثابت می کنیم مجموعه  رنگ های همسایه های 
این دو یکسان نیســتند. از آنجایی که در طول یک مرحله، 
هیچ دو گرهی رنگ یکســان نمی گیرند، پس دو گره  و  
در دو مرحله متفاوت رنگ شده اند. فرض کنیم گره  پیش 
رنگ شده باشد، از آنجایی که رنگ گره  حذف  از گره  
استفاده شده است(،  نشده است )در مراحل بعدی برای  
، برگ بوده است. با توجه به آنچه گفته شد، دو گره  گره 
هم زمان برگ های یک گره مرکزی یکسان نبوده اند   و  
و همسایگی های یکســانی هم ندارند. بنابراین یا رنگ گره 
وجــود ندارد و یا این  مرکزی برگ  در همســایه های  
، در آینده رنگی به خود خواهد گرفت  که همســایه ای از 
که در همســایه های گره  نبوده است زیرا همه  رنگ های 

همسایه های  از مجموعه  رنگ های فعال حذف شده اند.
 O(nlogn) دارای پیچیدگی زمانی NLC قضیه 2: الگوریتم

است.
اثبات:  گلوگاه محاســباتی الگوریتم، مرتب نگه داشتن 
 گره های گراف بر حســب تعداد برگ اســت کــه در طول 
الگوریتم در حال تغییر هســتند. این کار با اســتفاده از یک 
ساختار داده ای هرم بیشینه4 در زمان O(nlogn) قابل انجام 
اســت. از آنجایی که هر گره حداکثر یک بار تبدیل به برگ 
می شود و بعد از  رنگ آمیزی در هر مرحله فقط همسایه های 
غیر برگ گره مرکزی ممکن است به برگ تبدیل شوند،  باقی 

اعمال الگوریتم از مرتبه O(n) خواهد بود.

3-1.  رنگ آمیزی دسته هایی از  درخت ها 

در این بخش عملکرد الگوریتم بر روی دســته هایی از 
 درخت ها را بررسی خواهیم کرد.

3-1-1. گراف های ستاره

درهر گراف ســتاره با n برگ، یک گــره مرکزی داریم 
کــه به همراه برگ هایش در یک مرحله با n+1 رنگ متفاوت 
 رنگ آمیزی می شوند. در شکل 1 یک گراف ستاره با پنج گره 

4- Max heap

داریم؛ گره 2 بیشــترین برگ را دارد که به همراه برگ های 
خود، طی یک مرحله با 5 رنگ مجزا  رنگ آمیزی می شوند.

شکل 1:  رنگ آمیزی گراف ستاره

قضیه 3: الگوریتم در  گراف های ستاره به جواب بهینه 
می رسد.

اثبات: در هر  رنگ آمیــزی NLC مفروض، گره مرکزی 
رنگی متفاوت از همه گره ها دارد. زیرا همسایه همه گره ها 
است. همچنین همه برگ ها دارای مجموعه همسایگی یکسان 
هســتند )فقط یک همســایه دارند که مرکز است( بنابراین 
قابلیت تفکیک با رنگ همســایه را نداشــته، الزاما دو به دو 

 رنگ های متفاوت دارند.
3-1-2. گراف های خطی

در  گراف هــای خطی در هر مرحلــه، دو گره از یکی از 
دو ســر گراف حذف شــده و به یک گراف خطی کوچک تر 
می رســیم. در شــکل 2 یک گراف خطی با 7 گــره داریم. 
 گره هــای 2 و 6 هر یک با داشــتن یک بــرگ، پربرگ ترین 
 گره های درخت هستند. فرض کنیم گره 2 را انتخاب کرده، 
به همراه برگ 1 به طور هم زمان با سبز و قرمز  رنگ آمیزی 
کنیم؛ با توجه به مرکزی بودن گره 2، رنگ قرمزاســتفاده 
شــده در آن در هیچ گره دیگری استفاده نخواهد شد و از 
لیست  رنگ های فعال حذف می شود. با حذف  گره های رنگ 
شده به یک گراف خطی به طول پنج با یک رنگ فعال)سبز( 
می رســیم، مرحله بعد گره 4 به عنوان پر برگ ترین گره به 
همراه برگ خــود یعنی گره 3 به طور هم زمان با دو رنگ 
سبز و سیاه،  رنگ آمیزی می شوند. رنگ سیاه از مجموعه 
 رنگ های فعال حذف شــده با فعال نگه داشتن رنگ سبز و 
حذف  گره های رنگ شــده به یک گراف خطی با ســه گره 



63 الگوریتمی برای  رنگ آمیزی همسایه ... / رضا ندیمی

می رســیم که با سه رنگ ســبز و آبی و سفید  رنگ آمیزی 
می شوند.

شکل 2:  رنگ آمیزی گراف خطی

قضیه 4 : تعداد  رنگ های استفاده شده برای  رنگ آمیزی 
گراف خطی برابر  است.

اثبات: در ابتدای الگوریتم دو رنگ تولید می شــوند؛ در 
صورتی که n زوج باشــد، در تمامی مراحل، دو گره حذف 
و یک رنگ جدید تولید می شــوند. با توجه به این که دقیقا 
n/2  مرحله داریم، n/2 + 1 رنگ اســتفاده خواهد شــد. به 

دلیــل زوج بودن n این عدد برابــر  خواهد بود. 
در صورتی که n فرد باشــد، در مرحله آخر دو رنگ تولید 
و سه گره حذف می شوند؛ بنابراین تعداد مراحل الگوریتم 
برابر ]n/2[ اســت و یک رنگ در مرحله آخر بیشتر از بقیه 
مراحل تولید می شــود. در نتیجه تعداد  رنگ های اســتفاده 
 )n یا به عبارت دیگر)به دلیل فرد بودن [n/2]+2 شده برابر 

  خواهد بود.

به نظر می رســد، تعداد  رنگ های اســتفاده شده برای 
گراف خطی، با توجه به ســاختار ســاده آن زیاد است و 
می توان الگوریتم های اختصاصی بهتری استفاده کرد؛ ولی 
در اینجا هدف بررســی الگوریتمی است که بتواند از عهده 

 رنگ آمیزی همسایه-  مکان یاب همه  درخت ها برآید.
3-1-3.  درخت ها ی دودویی کامل

در این بخش پیاده ســازی الگوریتــم روی  درخت های 
دودویی کامل را بررسی می کنیم. برای تحلیل بهتر الگوریتم 
گره هــا را از پایین به بــالا  رنگ آمیزی می کنیم. با توجه به 
ساختار درخت دودویی کامل همواره گره با بیشترین برگ 
در پایین ترین لایه درخت نیز وجود دارد )ممکن اســت در 

لایۀ بالاتر هم وجود داشته باشد(.
در شکل3 یک درخت دودویی کامل داریم، در هر مرحله 
دقیقا سه گره رنگ شده و یک رنگ حذف می شود.  رنگ های 
سبز و آبی تا انتهای الگوریتم فعال می مانند و همه سطوح 

فرد فقط با همین دو رنگ،  رنگ آمیزی می شــوند؛ در مقابل 
رنــگ  گره های واقع در ســطوح زوج همگــی رنگ متمایز 

می گیرند.

شکل 3:  رنگ آمیزی درخت دودویی کامل

قضیه 5: الگوریتم NLC درخت دودویی کامل با گره 
را حداکثر توسط  رنگ،  رنگ آمیزی می کند.

اثبــات: درخت کامل با  گره، دارای log(n+1) ســطح 
می باشــد. نام ایــن ســطوح را از بالا به پایین، ســطح 0، 
سطح 1، ســطح 2، ... و ســطح  در نظر 
می گیریم.  گره های واقع بر نیمی از این ســطوح فقط با دو 
رنگ  رنگ آمیزی می شوند که بر حسب این که تعداد سطوح 
فرد یا زوج باشــد، شــامل  یا  گره هستند؛ زیرا 
در هر مرحله، از ســه گره رنگ شــده دو گره از  رنگ های 
فعال قبلی استفاده می کنند. با توجه به این که تعداد  گره های 
دیگر حداکثر   است، بنابراین تعداد  رنگ های استفاده شده 

حداکثر  خواهد بود.
با اثباتی مشــابه می توان قضیه فوق را به صورت زیر 

تعمیم داد. 
قضیه 6: الگوریتم NLC درختی را که همه  گره های غیر 
برگ آن از درجه k باشــند و شــامل  گره باشد؛ حداکثر 

توسط   رنگ،  رنگ آمیزی می کند.

4. نتیجه گیری
در این مقاله با ارایه الگوریتمی برای مسئلۀ  رنگ آمیزی 
همســایه- مکان یاب روی  درخت ها، به صورت محاسباتی 
به مقوله ای که در ســال های اخیر به صورت گســترده در 
پژوهش های مربوط به نظریه گراف دیده می شود، پرداخته 
شده اســت. با توجه به Np-hard بودن مسئلۀ  رنگ آمیزی 



فصلنامه علمی، علوم رایانشی، سال هشتم،  شمارة 30، پاییز  1402 64

در حالت کلــی و عدم وجــود الگوریتم هــای  رنگ آمیزی 
همســایه- مکان یاب، پرداختن به  حالت هــای خاص مانند 
 درخت ها می تواند گشایشــی برای الگوریتم های مربوط به 
حالت کلی  گراف ها یا  حالت های خاص غیر درخت باشــد. 
از طرفی کران های بالا در تعداد رنگ اســتفاده شده توسط 
الگوریتم می تواند توســط الگوریتم هــای جدید بهبود یابد. 
نگاه محاســباتی به ایــن حوزه از نظریه گــراف، می تواند 
موضوعات پژوهشــی بسیاری را از پیچیدگی الگوریتم ها، 
تعداد  رنگ های استفاده شــده و  حالت های خاص  گراف ها 

در دسترس قرار دهد. 
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