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چکیده
در این مقاله، ما مســئلة تورنگهبان چندگانه را در یک 
چندضلعی پلکانی بررسی کردیم. مسئله تورنگهبان یکی از 
مسائل مهم در حوزه هندسه محاسباتی است و یک نسخه 
دیگر از مسئله موزه هنری است. هدف در این مسئله، یافتن 
یک یا چند تور بســته برای یک یا چنــد نگهبان به منظور 
رویت تمامی‏ناحیه داخل چندضلعی اســت. ما مسئله را در 
حالــت ثابت در نظر گرفتیم، به این معنی که نقاط شــروع 
نگهبانان داخل چندضلعی پلکانی از پیش تعیین شده‌اند. دو 
معیار بهینه‌سازی در این مسئله حداقل مجموع، یعنی کمینه 
کــردن مجموع طول تورها، و حداقــل حداکثر، یعنی کمینه 
کردن ماکزیمم طول تورها، است. در این مقاله، یک الگوریتم 
مبتنی بر برنامه‌سازی پویا ارائه شده است که جواب بهینه 
مسئله را با معیار حداقل مجموع محاسبه می‌کند. الگوریتم 
پویا در هــر دو حالت بدون دامینیت و بــا دامینیت دارای 
پیچیدگی زمانی  است. همچنین، این الگوریتم 

در هر دو حالت دارای پیچیدگی مکانی  اســت، که در 
آن  تعداد نگهبان‌ها و  تعداد رئوس چندضلعی داده شده 

است.
کلیدواژه‌ها: موزه هنر، تورنگهبان چندگانه، چندضلعی 

متعامد، برنامه‌سازی پویا، چندضلعی پلکانی. 

1- مقدمه
مســئلة رویت‌پذیــری1 یــک موضوع مهــم تحقیقاتی 
در هندســه محاســباتی اســت. نقطه  نقطه  را در یک 
چندضلعــی مانند  رویت می‌کند اگر پاره‌خطی که این دو 
نقطــه را به هم وصل می‌کند اضــاع چندضلعی  را قطع 
نکنــد. به عبــارت دیگر خط واصل ایــن دو نقطه  و  به 
طور کامل توسط چندضلعی  محصور شده باشد ]1[. در 
مسئله‌ای مشابه، مســئلة موزه هنر در سال ۱۹۷۳ توسط 
ویکتور کلی2 در یک محاوره با واســک چوتال3 مطرح شد 

1-Visibility problem
2-Victor Klee
3-Vasek Chvátal
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تورهایی برای همه نگهبانان است به گونه‌ای که همه نقاط 
درون چندضلعی حداقل توسط یکی از تورها قابل مشاهده 
باشــد به طوری که مجموع طول تمام تورها )معیار حداقل 
مجموع( یا ماکزیمم طول تورها )معیار حداقل حداکثر(، کمینه 
باشــد. آنها ثابت کردند که این مســئله در چندضلعی‌های 
ساده ان‌پی‌سخت است. سپس الگوریتمی‏با پیچیدگی زمانی 
چندجمله‌ای برای چندضلعی‌های هیستوگرام ارائه کردند. 

نیلسون و وود یک الگوریتم با پیچیدگی زمانی 
و پیچیدگی مکانی  برای چندضلعی‌های حلزونی با 

نقاط شروع نامشخص ارائه کردند ]8, 9[.
نیلســون و شویرر ]10[ مســئله را در چندضلعی‌های 
هیســتوگرام به شــکل دیگری مطرح کردند. در این حالت، 
هدف اصلی کمینه کردن طول بزرگترین تور )معیار حداقل-

حداکثر( در بین  تور نگهبان )معیار حداقل حداکثر( است. 
آن‌ها یک الگوریتم با پیچیدگی زمانی  برای 
این حالت ارائه کردند. میشل و همکاران ]11[ معیار حداقل 
حداکثر را در چندضلعی‌های متعامد یکنوا بررسی کردند و 
یک الگوریتم با پیچیدگی زمانی  برای آن ارائه 
، در  دادند. آن‌ها نشــان دادند که این مســئله برای 
حالت کلی ان‌پی‌سخت است. نیلسون و پکر ]5[ یک الگوریتم 
تقریبی برای حالت دو نگهبان در چندضلعی‌های ساده ارائه 
کردند. پکر ]12[ نیز ابتکارهایی را برای مسئلة تورنگهبان 
چندگانــه در حالت حداقــل مجموع و حداقــل حداکثر در 

چندضلعی‌های حفره‌دار یا بدون حفره مطرح کرد. 
فرض کنید  و  به ترتیب مختصات  و یک 
نقطه مانند  باشــد. به ازای دو نقطه  و  می‌گوییم نقطه 
 توســط نقطه  دامینیت شده است، اگر  
و  باشــد. ما مســئلة تور نگهبان را در دو 
حالت بررســی می‏کنیم. در حالت اول، فرض می‏شــود که 
نقاط شروع نگهبان‌ها هیچ کدام یکدیگر را دامینت نمی‏کنند، 
در حالــت دوم فرض می‏شــود که برخی از نقاط شــروع 

نگهبان‌ها توسط نقاط شروع دامینت می‏شوند. 
در این مقاله، دو الگوریتم برای حل مسئله حداقل مجموع 

]1[ که چه تعداد نگهبــان ثابت برای دیده‌بانی یک موزه به 
شــکل چندضلعی مورد نیاز اســت. چوتــال ثابت کرد که 
حداکثر نگهبان ثابت کافی است تا یک چندضلعی ساده 
با  رأس را نگهبانی کنیم ]2[. همچنین فیسک4 یک اثبات بر 
اساس رنگ‌آمیزی گراف‌ها برای این موضوع ارایه کرد ]3[. 
لی5 نشان داد که مسئلة پیدا کردن حداقل تعداد نگهبان برای 

یک چندضلعی ساده ان-پی سخت6 است ]4[. 
در مســئلة تور نگهبان کلاســیک هدف پیدا کردن یک 
درون چندضلعی است به طوری که  مســیر بسته مانند 
توسط برخی از نقاط روی  همه نقاط درون چندضلعی
قابل مشاهده باشند. مسئلة تور نگهبان کاربردهای متنوعی 
دارد. از جملــه کاربردهای آن می‏توان به امنیت، نظارت بر 
محیط‌های جغرافیایی، بهینه‌ســازی انرژی و زمان اشاره 
کرد. مســئلة تور نگهبان برای حالت بیشتر از یک نگهبان 
نیز تعریف می‌شود. در حالتی که دو یا چند نگهبان وجود 
داشته باشند هر نقطه در داخل چندضلعی باید حداقل از یک 
نقطه بر روی یکی از تورهای نگهبانی قابل رویت باشــند. 
معیارهای مــورد انتظار در حالت چندگانه می‌تواند حداقل 
کردن طول مجموع تورها )حداقل مجموع7( یا حداقل کردن 
طول تور ماکزیمم )حداقل حداکثر8( باشــد ]5[. تور نگهبان 
یک مسئلة دنیای واقعی در رباتیک را مدل‌سازی می‌کند. در 
این مســائل یک ربات یا دوربین متحرک باید یک بازرسی 
از محیط اطراف خود که هندسه آن داده شده است، داشته 

باشد ]6[. 
کارلسون و همکاران ]7[ مساله تورنگهبان چندگانه را 
به عنوان حالت کلی مســئله مورد بررسی قرار دادند. این 
مســئله دارای دو حالت اصلی است: تور نگهبان شناور و 
تــور نگهبان ثابت. در هر دو حالت تعدادی نگهبان متحرک 
( وجود دارند. در حالت شــناور نقطه  )به عنوان مثــال 
شروع نگهبانان مشــخص نیست ولی در حالت ثابت نقاط 
شــروع نگهبانان مشخص اســت. هدف اصلی پیدا کردن 
4-Fisk
5-Lee
6-NP-Hard
7-min-sum
8-min-max
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تورها در چندضلعی پلکانی با  نگهبان و نقاط شروع داده 
شــده درون آن ارائه شده اســت. الگوریتم اول، در حالت 
بدون دامینیت و الگوریتم دوم، در حالت با دامینیت، هر دو 
با پیچیدگی زمانی و پیچیدگی مکانی  
می‏باشند. این الگوریتم‌ها به منظور محاسبه مجموع کمینه 
طول تورها با اســتفاده از نقاط شــروع نگهبانان در داخل 
چندضلعی پلکانی با  رأس و  نقطه شــروع ارائه شده 
است. جواب مسئله در چندضلعی پلکانی، در حالت شناور، 
واضح است. در این حالت، تنها کافی است یکی از نگهبانان 
را در هســته چندضلعی قــرار دهیم. هســته چندضلعی، 
مجموعه نقاطی از چندضلعی است که تمام نقاط چندضلعی 

از هر یک از آنها قابل رویت است. 
مســئلة تور نگهبــان چندگانه در چندضلعی ســاده از 
نوع ان‌پی‌ســخت اســت. با این حــال در انــواع خاصی از 
چندضلعی‌هــا می‌توان یــک راه حل چندجملــه‌ای برای این 
مســئله انتظار داشــت. زمان اجــرای الگوریتم‌هــای ارایه 
شــده به شــکل چندضلعی و همچنین معیــار مدنظر برای 
بهینه‌سازی بستگی دارد. باقری و همکاران ]13[ الگوریتمی 
, و پیچیدگی مکانی  ‏با پیچیدگی زمانی 
, بــرای این مســئله در یک چندضلعی 

پلکانی با  رأس و  نقطه شــروع که ممکن است دامینیت 
داشته باشند، برای معیار حداقل مجموع ارایه کردند. در این 
مقاله، ما مســئله را در دو حالت با دامینیت و بدون دامینیت 
نقاط شروع بررسی کردیم. الگوریتم ارایه شده در این مقاله 
در مقایسه با الگوریتم ارائه شده در ]13[، هم از لحاظ پیچیدگی 
زمانی و هم از لحاظ پیچیدگی مکانی بهبود داشــته اســت. 
همچنین ثابت کردیم که در معیار حداقل مجموع، نگهبانان در 
نقاط شروعی که دامینیت شده‌اند در جواب بهینه بدون حرکت 
خواهند بود. استفاده از روش برنامه سازی پویا و مدل‌سازی 
مسئله از دیگر نوآوری‌های این پژوهش است. از روش‌های 
دیگر مانند روش تقسیم و حل نیز می‌توان استفاده کرد، ولی 
پیچیدگی زمانی آن بیشتر است. علاوه بر این، ما یک الگوریتم 

برای گروه‌بندی نقاط شروع در حالت دامینیت ارایه کردیم. 

‫ســاختار مقالــه به صــورت زیر اســت. در بخش 2، 
تعاریف اولیه و خصوصیات تورنگهبان در چندضلعی‌های 
پلکانی بیان می‏شود. در بخش 3، یک الگوریتم برای مسئلة 
تور نگهبــان چندگانه در چندضلعی پلکانی در حالت بدون 
دامینیــت ارائه می‏شــود. در بخش 4، یــک الگوریتم برای 
مسئلة تور نگهبان چندگانه در چندضلعی پلکانی در حالت 
با دامینیت ارایه می‏شــود. در بخش 5، کاربردهای مسئلة 
تــور نگهبان بیان می‏شــود. در نهایــت در بخش 6، نتایج 

پژوهش، نتیجه‌گیری و کارهای آینده بیان خواهد شد.‬‬‬‬‬

‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬2- خصوصیات تورنگهبــان در چندضلعی‏های 
پلکانی

یک چندضلعی مستطیلی همان‌طور که در ]14[ تعریف 
شده اســت، یک چندضلعی پلکانی است، اگر قسمت پایین 
آن شــامل یک لبه افقی به نام قاعــده و یک لبه عمودی به 
نام دیواره باشــد. شکل 1، یک چندضلعی پلکانی را نمایش 
می‏دهــد. رأس بین قاعده و دیــواره، رأس مبــدأ9 نامیده 
می‏شود و قســمت بالای آن شامل لبه‏های افقی و عمودی 
است که این قسمت از چندضلعی پلکانی را زنجیره مورب 
می‏نامیــم. یک رأس از چندضلعی، رأس محدب اســت اگر 
زاویه داخلی آن کوچک‌تر از 180 درجه باشد. در این مقاله، 
تمام رئوس چندضلعی را در جهت ساعتگرد شماره‌گذاری 
می‏کنیم. رأس مبدا با عدد صفر شماره‌گذاری می‏شود. تمام 

رئوس با شماره زوج را کنج می‌نامیم. 

شکل 1: یک چندضلعی پلکانی با 14 رأس. رئوس در جهت ساعتگرد 
شماره‏گذاری شده اند. رئوس با شماره زوج محدب است و در اینجا کنج 
نامیده می‏شوند. قاعده افقی در پایین و لبه عمودی یا دیوار در سمت 

راست واقع است. رأس شماره صفر رأس مبدأ نامیده می‏شود.
9-Origin
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فــرض کنیــد  مجموعه‌ای شــامل  نقطــه درون 
چندضلعی باشــد، این نقــاط را به عنوان نقاط شــروع 
نگهبانان درون چندضلعی در نظر می‏گیریم. می‌گوییم نقطه

, به   نقطه  را مشاهده)رویت( می‏کند اگر پاره‌خط 
طور کامل درون چندضلعی  باشــد در شــکل 2، نقطه  
از نقطــه  قابل رویت اســت ولی نقطــه  از نقطه  قابل 
رویت نیســت. در برخی موارد ممکن است برخی از نقاط 
این پاره خط یا همه نقاط آن روی یال‌های چندضلعی قرار 
داشــته باشــند. پاره‌خط‌های افقی و عمودی که از نقطه  
عبور می‌کند و درون چندضلعی  قرار دارند را به ترتیب 
با  و مشخص می‌کنیم که در شکل 2 با خطوط 

خط چین به تصویر کشیده شده است. 
به ازای دو نقطه  و  می‌گوییم نقطه  توســط نقطه 
 دامینیت شده است، اگر  و  
باشــد، یعنی  در گوشــه بالا و چپ  قرار داشته باشد 
)شــکل 2 را ببینید(. باید به این نکته توجه داشــت که، اگر 
نقطه  توسط نقطه  دامینیت شده باشد، آنگاه هر نقطه‌ای 
از چندضلعی که توســط  دیده می‌شــود، توســط  نیز 
دیده می‌شود. لذا هر نگهبان، برای نگهبانی، از نقطه شروع 
خود می‌تواند به سمت راست و پایین برود، چون موقعیت 
پایین‌ترین و راست‌ترین در رؤیت آن نگهبان مانند  همه 
موقعیت‌های دیگر  را تسلط دارد. از این‌رو قضیه زیر را 

داریم.

شکل 2: نقطه  نقطه  را مشاهده می‏کند ولی نقطه  نقطه  را 
مشاهده نمی‏کند. 

همچنین نقطه  توســط نقطه  دامینیت شــده است و 
نقطه  توسط نقطه  دامینیت نشده است.

قضیه 1: یک تورنگهبان با نقطه شروع  و نقطه انتهایی 
 ,, , می‌توانــد با پــاره خط  در مختصــات 
جایگزین شود. بدون این که مقدار حداقل مجموع در جواب 

افزایش یابد. 
اثبات: از آنجایی که همه تورهای مربوط به نگهبانان به 
صورت پاره‌خط هستند، یک نگهبان مسیر رفت و برگشتی 
را روی پاره‌خــط مربوطه طی می‌کنــد. در ادامه فقط طول 
پاره‌خط )طول مســیر در یک جهت( را محاسبه می‌کنیم و 
طول تور دو برابر طول پاره‌خطی هست که محاسبه شده 

است. 
قضیه 2: اگر و  دو نقطه شــروع باشــند به طوری 
که  بر  مسلط باشد و  و  به ترتیب دو تورنگهبان 
مربــوط به نقاط  و  باشــند، آنگاه  در پاســخ بهینه 

حداقل مجموع دارای طول صفر خواهد بود. 
اثبات: هر نقطه‌ای که توســط  مشاهده می‌شود، نیز 
برای  قابل مشــاهده اســت. اگر  یک نقطه ای باشد که 
هــر دو  و  آن را نمی‌بیننــد، اما توری کــه از  آغاز 
می‌شــود، نقطه  را مشــاهده کند، تورنگهبان باید از خط 
افقی )و همچنین عمودی( که از  عبور می‌کند، عبور نماید. 
با این حال، فاصله از  به نقطه‌ای که  را مشاهده می‌کند، 

باید کمتر از فاصله از  به همان نقطه باشد. ‏ 
بنابرایــن با توجه به قضیــه 2، فرض کنید  مجموعه 
نقاط شروعی ‌باشند که در تسلط هیچ نقطه دیگری نباشند. 
مجموعه  از یک ترتیب کلی10 پیروی می‌کند و فرض کنید 
که این نقاط از پایین و چپ به بالا و راســت مرتب شده‌اند، 
. اشتراک بین تصویر دو  یعنی 
تورنگهبان  و  بر روی قاعده افقی را همپوشــان-افقی 
و اشــتراک تصاویر تورهای نگهبان با دیواره عمودی را 

همپوشان-عمودی می‌نامیم.
قضیه 3: فرض کنید مجموعه  شامل تورهای نگهبان 
بهینه باشد و  و دو تورنگهبان در این مجموعه باشند، 
که نقاط شــروع مربوط به آنها به ترتیب  و  باشند. اگر 
تورهای  و  طول صفر نداشــته باشــند، آنگاه این دو 
10-Total order
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تورنگهبان همپوشان- افقی و همپوشان- عمودی نخواهند 
داشت.

اثبات: بدون از دست دادن کلیت مسئله، فرض کنید که 
 باشــد و همپوشــان- افقی  و  غیرتهی باشد؛ 
همانطورکه در شــکل 3 نشان داده شده است. فرض کنید 
 و  مجزا از هم باشــند )در غیــر این‌صورت می‌توان 
تورها را کوتاه کرد(. فرض کنید که  انتهای  و  انتهای 
 باشــد. دقت کنید که  است در غیر این 
صورت  بر تور  مســلط خواهد بــود. فرض کنید که 
, باشــد، پس  و  همپوشــانی در بازه 
,, جایگزین و کوتاه  می‌تــوان  را بــا  
,, به طور کامل  کــرد. پاره خط عمودی 
درون  قرار دارد. بنابراین، هیچ کنج محدبی که تورنگهبان 
 قبل از این دیده بوده است، توسط تور نگهبان‌های جدید 
 و  دیده نمی‌شــود. با توجه به تقارن، می‌توان نشان 
داد کــه این قضیه برای همپوشــانی- عمــودی نیز اعمال 

می‌شود. ■

شکل 3: همپوشانی افقی تورهای w و  در جواب بهینه و 
,, و کوتاه شدن  که با خط چین  جایگزینی  با 

نمایش داده شده است.

فرض کنید که  یک چندضلعی پلکانی باشد و فرض کنید 
که  کنج‏های محدب روی زنجیره مورب چندضلعی باشند. 
کنج‏های موجود در  را از پایین و چپ به بالا و راست به 
صورت  شماره گذاری می‌کنیم و  است. 

برای یــک کنج مانند  فــرض می‏کنیم که  
امتــداد لبه افقی و امتداد لبــه عمودی در  
باشــد؛ همان‌طور که در شــکل 4 نشــان داده شده است. 
کنج بعد از یک کنــج مانند  در چندضلعی را با  
نشــان می‏دهیــم و فرض می‏کنیــم که  
 باشــد. اگر c و  به ترتیب اولیــن و آخرین کنج‏های یک 
زیر چندضلعی پلکانی باشند، برش‌های  و  برش‌های 
ضروری چندضلعی نامیده می‏شوند. تلاقی این دو برش را 

با  نشان می‏دهیم. 
قضیه 4: فرض کنید  یک مجموعه از تورهای نگهبان 
در جواب بهینه باشــند. برای هــر کنج محدب  در  که 
دیده نمی‏شود، یا  یا  ملاقات می‌شود و هیچ امتدادی 
دو بــار ملاقات نمی‌شــود و هر تورنگهبــان روی یکی از 

امتدادها پایان می‌یابد. 
اثبات: ابتدا نشــان می‌دهیم که هر تورنگهبان روی یک 
امتداد پایان می‌یابد. بدون کاســتن از کلیت مسئله، فرض 
را در  قطع کند و این  کنید که تورنگهبــان  امتداد 
امتداد پایانی مربوط به آن تور باشد. فرض کنید  آخرین 
, را طی  نقطه‌ی این تور باشــد. وقتی کــه پاره‌خط 
می‌کنیم،  هیچ کنج محدب غیر قابل مشاهده اخیر را که در 
 ندیده است را نخواهد دید. بنابراین  می‌تواند با پاره 
, جایگزین شــود که خلاف فرض بهینه بودن  خط 

است. 
حال فرض کنید که برای هر  که در مجموعه  دیده 
نشــده اســت، یا  یا  ملاقات می‌شود. فرض کنید که 
تورنگهبان  امتداد  را ملاقات کرده اســت و همان جا 
متوقف شده باشد. بنابراین  می‏تواند تمام مستطیل‌های 
بیــن  و رأس مبدأ را مشــاهده کند، اما  را نخواهد 
دید. فرض کنید  توســط  دیده شده باشد. اگر  
در امتداد  حرکت کند، آنگاه هیچ چیزی که  هنوز ندیده 
 ، باشد را نخواهد دید. برای این که دیدن کنج‏های محدب 
،که توسط  دیده نمی‏شوند،  باید به سمت پایین 
حرکت کنــد تا به نقطه‌ای زیر  برســد. در این صورت 
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 و  همپوشــان- عمــودی غیر- تهی خواهند داشــت 
که با قضیه ۳ در تناقض اســت. در نهایــت اگر یک امتداد 
دوبار ملاقات شود، لازم است دو نگهبان همپوشان-افقی 
یا عمودی غیرتهی داشــته باشند که باز هم با قضیه ۳ در 

تناقض است. 

( و  شکل 4: شمارش کنج‏های محدب روی زنجیره مورب )
امتدادهای افقی و عمودی  از کنج  که با خطوط نقطه چین نمایش 

داده شده است.

3- الگوریتــم پویای مســئله در حالت بدون 
دامینیت

در این بخش، یک راه‌حل برای مسئلة تور نگهبان روی 
چندضلعــی پلکانــی  را در حالتی کــه نگهبانان دامینیت 
نداشته باشــند ارائه می‌دهیم. همچنین در این حالت فرض 
می‌کنیم که هیچ دو کنج متوالی توســط دو نگهبان متفاوت 
نگهبانی نشود. این فرض به این دلیل است که اگر این حالت 
را در نظر بگیریم، بخشــی از چندضلعی را می‌توان توسط 
دو نگهبان به طور همزمان نگهبانی کرد. این وضعیت را در 
حالت با دامینیت پوشــش می‌دهیم و نگهبانانی که کنج‌های 
متوالی را نگهبانی کنند را در یک گروه قرار می‌دهیم. ما کنج 
 را برای یک نقطه شروع به این صورت تعریف می‌کنیم: 
بالاتریــن کنجی کــه از نقطه  قابل دیدن اســت و نمایش 

ریاضی آن در معادله شماره )1( مشخص شده است.

       	)1(

فرض کنید  مسئلة تورنگهبان چندگانه روی یک 

زیرچندضلعی پلکانی باشد که  کنجی از چندضلعی اصلی 
 و اولین کنج برای زیرچندضلعی است و  آخرین کنج 
زیرچندضلعی است. این زیرچندضلعی به گونه‌ای نگهبانی 
می‌شود که یکی از نگهبانان درون زیرچندضلعی، کنج  و 
کنجی مانند  که در سمت راست نگهبان قرار دارد و دیده 
نشده است )یا برابر  باشد( را نگهبانی کند و بقیه کنج‌های 
بعد از  توسط سایر نگهبانان در زیرچندضلعی باقی‌مانده 
نگهبانی شوند که منجر به تولید زیرمسئلة  
می‌شــود. بنابراین، الگوریتم باید مناســب‌ترین نگهبان را 
برای یک کنج مانند  که چندضلعی را تفکیک می‏کند، پیدا 
کند تا حداقل مجموع بهینه را تولید نماید. معادله بازگشتی 

 را در رابطه شماره )2( ارائه کردیم. 
)1(

,
,

,

,
,, ,

که  یک لیســت از نقاط شــروع دامینیت نشده در 
زیرچندضلعــی محصور بین  و  اســت. فرض کنید 
, نقطه تلاقی برش‌های  و  باشــد.  نزدیکترین 

, که گوشــه ســمت چپ و بالای هسته است.  نقطه به 
, فاصله مورب نقطه  از هســته  , همچنیــن 
اســت که در ادامه توضیح داده می‏شود. اگر  در سمت 
, برابر فاصله  , , باشد مقدار  چپ و بالای 

, , اســت. اگر  در ســمت راســت و بالای   و 
, برابر فاصلــه  و برش افقی  , باشــد مقدار 
, باشد مقدار   اســت. اگر  در ســمت چپ و پایین 
, برابر فاصله  و برش عمودی  است و  ,

در غیر این صورت اگر  در ســمت راست و پایین  
, برابر صفر اســت. برای یافتن  از  , باشــد 
نمودار ورونوی ]15[ نقاط شروع استفاده می‏کنیم. این کار 
در ابتدای الگوریتم انجام می‏شــود و به یک زمان از درجه 

تور نگهبان چندگانه در چندضلعی ... / علیرضا باقری و همکاران 



فصلنامه علمی، علوم رایانشی، سال هشتم،  شمارة 31، زمستان  1402 44

 و حافظه از درجه  احتیاج دارد ]15[. 
جستجو در ساختار ورونوی برای پیدا کردن نزدیک‌ترین 

نقطه به زمان  نیاز دارد ]15[.
اگر مقــدار  طوری باشــد که با یــک زیرچندضلعی 
تهی روبه‌رو شــویم، مقدار  برابر صفر است و اگر 
زیرچندضلعی حاوی هیچ نقطه شروعی نباشد مقدار  
برابر بی‌نهایت است. در غیراین‌صورت با ثابت نگه داشتن 
، کنج  را که از  شــروع می‏شــود  بــرش افقی از کنج 
و برش عمودی را مشــخص می‏کند، شمارش می‏کنیم. اگر 
بازه‏ای که توســط  و  محدود شــده است حاوی نقاط 
(، آنگاه نزدیک‏ترین نقطه به هسته  , شروع باشد )
را توسط ساختار ورونوی پیدا می‏کنیم و اگر این نقطه در 
بازه موردنظر باشد و کنج  یک کنج دیده نشده در سمت 
راست  باشد یا کنج  آخرین کنجی باشد که از نقطه  
رویت می‏شود، آنگاه این تفکیک قابل قبول بوده و الگوریتم 
ادامــه پیدا می‏کند. اگر نزدیک‏ترین نقطه در بازه مورد نظر 
نباشد، یعنی پاســخ بهینه در بازه دیگری قرار دارد و این 

بازه نیاز به بررسی ندارد.
قضیه 5: الگوریتم ارایه شــده در معادله )2( یک جواب 
بهینه برای مســئلة تورنگهبــان چندگانــه در چندضلعی 
پلکانــی ارائــه می‏دهد. ایــن الگوریتم بــا پیچیدگی زمانی 
عملیــات  مکانــی   پیچیدگــی  و   

محاسباتی را انجام می‏دهد. 
اثبات: در هر تکرار الگوریتم نزدیک‌ترین نقطه به هسته 
( به کمک دیاگرام ورونوی جســتجو می‏شود که دارای  (
پیچیدگی زمان  اســت. لذا، یک کنج مانند  در 
سمت راســت وجود دارد که نگهبان مســتقر در نقطه  
باید برش عمــودی آن را نگهبانی کند. تعداد این کنج‏ها از 
درجه  اســت. بنابراین هر تکــرار الگوریتم از درجه 
, اســت. از طرف دیگر، بــرای ذخیره جواب 

 به تعــداد کنج‏های موجــود از درجه  حافظه 
مورد نیاز اســت. پس الگوریتم فوق دارای پیچیدگی زمان 

 و پیچیدگی مکانی  است.■

4- الگوریتم پویای مسئله در حالت با دامینیت
در این بخش، الگوریتم حل مسئله را در حالتی که نقاط 
شروع نگهبانان با هم دامینیت داشته باشند، شرح می‌دهیم. 
بنابر قضیه 2، طول تورنگهبان مربوط به نگهبانان دامینیت 
شده در جواب نهایی صفر اســت. بنابراین همان‌طور که 
قبلا گفته شــد بنابر قضیه 2، نگهبانان دامینیت شــده را 
می‏توانیم از فضای مســئله حذف کنیم. اما مشکل اصلی 
در این حالت مشــاهده شــدن ترتیبی از کنج‏های مجاور 
هم در چندضلعی توســط دو یا چند نگهبان است. در این 
حالت، تمام نگهبانانی کــه کنج‏های مجاور هم را نگهبانی 
می‏کننــد را در یک گــروه قرار می‏دهیم. پــس در نهایت، 
تعدادی گروه ایجاد می‏شــود که هر گروه شامل تعدادی 

نقاط شروع مربوط به نگهبانان است.

4-1- گروه‌بندی نقاط شروع

در حالت با دامینیت مســئله، لازم اســت نقاط شــروع 
دامینیت شــده را حذف کنیم و نقاط شــروعی که کنج‏های 
متوالــی را در ابتــدا نگهبانی می‏کنند، در یــک گروه قرار 
دهیم. در نهایت با گروه‌های به دســت آمده مسئله را حل 
می‏کنیم. برای این کار ابتدا  نقطه شــروع ورودی که در 
لیســت  قرار دارند را بر اساس مختصات  به صورت 
صعودی مرتب می‏کنیم. اگــر دو نقطه دارای مختصات  
یکسانی باشــند، نقطه‏ای که مختصات  بیشتری دارد را 
مقدم می‏کنیم. چون نقطه‏ای که در ســمت راست باشد بر 
نقاط سمت چپ خود تسلط دارد. عمل مرتب سازی دارای 

پیچیدگی زمانی  است.
آخریــن نقطــه‏ دامینیت نشــده را  بایــد مختصات
داشــته باشیم تا بر اســاس آن نقاط دامینیت نشده بعدی 
را تشــخیص دهیم. در ابتدا  را با مقدار  مقدار دهی 
می‏کنیم. یک نقطه جدید دامینیت نشده است اگر مختصات

 آن از  بیشــتر باشــد. بنابراین اولین نقطه در لیســت 
مرتب شــده مکان نگهبانی اســت که دامینیت نشده است. 
لیست مرتب شده  را از ابتدا تا انتها بررسی می‏کنیم. اگر 
( دامینیت شده باشد، پردازشی  نقطه تحت بررسی )مانند 
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ندارد؛ در غیراین‌صورت اگر نقطه  دامینیت نشــده باشد، 
با پیمایش کنج‏ها، اولین کنجی که توسط نگهبانی می‏شود 
را پیدا می‏کنیم و به عنوان مشــاهده شده علامت می‏زنیم. 
اگر کنجی که توسط  نگهبانی می‏شود در مجاورت آخرین 
کنجی که نقطه قبلی دامینیت نشده، نگهبانی می‏کرد، نباشد، 
به این معنا اســت که نقطه  شــروع یک گــروه جدید از 
نگهبانان اســت. در این صورت، بــا ایجاد یک گروه جدید، 
نقطــه  را به این گروه اضافه می‏کنیم. در غیر این‌صورت 
نقطه  را بــه آخرین گروه اضافه می‏کنیم. ســپس با یک 
پیمایش دیگر در ادامه کنج‏ها، تمام کنج‏های بعدی که نقطه 
 مشاهده می‏کند را به عنوان مشاهده شده علامت‌گذاری 
می‏کنیم. همچنین مختصات  نقطه  را برای بررسی‏های 
بعــدی در  ذخیــره کرده و عملیات را تکــرار می‏کنیم تا 
به انتهای لیســت  برســیم. عملیات بررسی نقاط دارای 
پیچیدگی زمان  است. بنابراین، در نهایت، عمل 
گروه‌بندی پیچیدگی زمانی  را خواهد 
داشــت، که  تعداد نقاط شروع ورودی و  تعداد رئوس 

چندضلعی پلکانی ورودی است. 

4-2- تورنگهبان در یک گروه

یــک گــروه ماننــد  از نگهبانان را در نظــر بگیرید. 
اولین نگهبان در ایــن گروه را با  و آخرین نگهبان در 
گروه را با  نشــان می‏دهیم. مسئلة تور نگهبان در یک 
زیرچندضلعی پلکانی که شامل یک گروه از نگهبانان باشد 
,,, نمایش می‏دهیم که  شماره آن  را با 
گــروه در چندضلعی اصلی و  و  اولین و آخرین کنج 
در زیرچندضلعی هســتند.  و  باید توسط این گروه 
نگهبانی شــوند تــا کل زیرچندضلعی نگهبانی شــود.  
نزدیک‌ترین نقطه به هسته می‏باشد که قبلا محاسبه شده 

است.
همان‌طور که در معادله )3( مشخص شده است یک زیر 
چندضلعی شامل یک گروه می‏تواند به یکی از دو حالت زیر 

نگهبانی شود:
1. نگهبانی توســط یکــی از نگهبانان که به هســته 

نزدیک‌تر است. ما نزدیک‌ترین نگهبان به هسته را با  
نشان می‏دهیم.

2. نگهبانی به صورت مشترک توسط دو نگهبان ابتدایی 
 و انتهایــی  در گروه مربوطــه. که  اگر در پایین 
برش  نباشد، با حرکت عمودی خود، برش  را پوشش 
می‏دهد و  اگر در سمت راست برش  نباشد، با حرکت 

افقی خود  را پوشش می‌دهد. 
	)3(

, , , , , , ,

, فاصله از  به برش  است.  در معادله )3(، 
این فاصله وقتی که  در پایین  باشد برابر صفر است 
, فاصه از نقطه  به برش  است. این فاصله  و 
وقتی که  در ســمت راست  باشد برابر صفر است. 
برای پیدا کردن نقطه  در یک گروه می‏توانیم از ساختار 
ورونوی نقاط شروع استفاده کنیم. ما فرض می‏کنیم که  
قبلا محاســبه شده است. بنابراین روال محاسباتی مربوط 

. به معادله )3( دارای پیچیدگی زمانی 
اگر تعداد نگهبانان را با  نشــان دهیم، لازم است یک 
ساختار ورونوی از روی نقاط تشکیل گردد. برای این کار، 
الگوریتم اصلی ایجاد نمودار ورونوی را روی  نقطه اجرا 
می‏کنیم. بنابراین نیازمند یک زمان از درجه  
برای ایجاد ســاختار ورونوی  و یک مکان از درجه 

هستیم ]15[. 

4-3- الگوریتم حداقل مجموع با دامینیت

فرض کنید  مساله تورنگهبان چندگانه روی 
یــک زیرچندضلعی پلکانی در حالت با دامینیت باشــد 
که  کنجی از چندضلعــی اصلی  و اولین کنج برای 
زیرچندضلعی اســت و  آخرین کنج زیرچندضلعی 
اســت. این زیرچندضلعی بــه این صــورت نگهبانی 
می‏شــود که یکی از گروه‌هــای درون زیرچندضلعی، 
کنج  و کنجی مانند  که در ســمت راست گروه قرار 
دارد و دیده نشده است )یا برابر  باشد( را نگهبانی 
کند و بقیه کنج‏های بعد از  توســط ســایر گروه‌ها 
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در زیرچندضلعــی باقیمانده نگهبانی شــوند که منجر 
به تولید زیرمســئله  می‏شود. بنابراین 
مسئله باید مناسب‏ترین  را برای این تفکیک پیدا کند 
تا حداقل مجموع بهینه را تولید نماید. معادله بازگشتی 

 را در رابطه شماره )4( ارائه کردیم.
در معادلــه )4(،  بالاتریــن کنجی را مشــخص 
می‏کند که توسط  مشاهده می‏شود و از معادله )1( 
محاسبه می‏شــود. الگوریتم پویای مسئله در حالت با 
دامینیت نیز چندضلعی را به صورت بازگشــتی به دو 
زیرچندضلعی مستقل تقســیم می‌کند. زیرچندضلعی 
ســمت چپ توســط یکی از گروه‌ها نگهبانی می‏شود. 
سپس کمینه مجموع طول تورها در هر زیرچندضلعی 
سمت راستی به صورت بازگشتی با گروه‌های موجود 
در آن محاسبه می‌شــود. اگر مقدار  طوری باشد که 
با یک زیرچندضلعی تهی روبه‌رو شــویم مقدار  
برابر صفر است و اگر زیرچندضلعی حاوی هیچ نقطه 
شروعی نباشــد مقدار  برابر بی‌نهایت است. در 
غیر این ‌صورت با ثابت نگه داشــتن برش افقی از کنج 
، کنج  را که از  شــروع می‏شــود و برش عمودی 
را مشخص می‏کند، شــمارش می‏کنیم. اگر بازه‏ای که 
توسط  و  محدود شده است حاوی نقاط شروع باشد 
(، آنگاه نزدیک‏ترین نقطه به هسته را توسط  , (
ساختار ورونوی پیدا می‏کنیم و گروه مربوط به نقطه 
 را می‏یابیــم، که در معادله )4( با  

مشخص شده است.
اگر نزدیک‏ترین نقطه در بازه موردنظر باشد و کنج 
 یک کنج دیده‌نشــده در ســمت راست آخرین نقطه 
گروه مربوطه باشــد یا کنج  آخرین کنجی باشد که 
از آخرین نقطه گروه رویت می‏شود، آنگاه این تفکیک 
قابــل قبول بــوده و الگوریتم ادامه پیــدا می‏کند. اگر 
نزدیک‏ترین نقطه در بازه موردنظر نباشد، یعنی پاسخ 
بهینه در بــازه دیگری قرار دارد و ایــن بازه نیاز به 

بررسی ندارد.

)4(

,
,

, , ,
, ,

,

قضیه 6: الگوریتم ارایه شــده در معادله )4( یک جواب 
بهینه برای مســئلة تورنگهبــان چندگانــه در چندضلعی 
پلکانــی ارائــه می‏دهد. ایــن الگوریتم بــا پیچیدگی زمانی 
عملیــات  مکانــی   پیچیدگــی  و   

محاسباتی را انجام می‏دهد. 
اثبات: در هر تکرار الگوریتم، نزدیکترین نقطه به هسته 
( به کمک نمودار ورونوی جســتجو می‏شــود که  )یعنی 
دارای پیچیدگــی زمان  اســت. این نقطه در یگ 
گــروه مانند  عضویت دارد. برای هر کنج مانند  بعد از 
، یکی از نزدیک‌ترین نگهبانان مســتقر در بازه مربوطه یا 
آخریــن نگهبان در گروهی کــه نزدیک‌ترین نگهبان در آن 
وجــود دارد، باید برش عمــودی آن را نگهبانی کند. تعداد 
این کنج‏ها از درجه  اســت. بنابراین، با توجه به این 
که هر جســتجو بــرای یافتن نزدیک‌ترین نقطه به هســته 
 زمــان نیاز دارد، هر تکــرار الگوریتم از درجه 
 اســت. از طرف دیگر بــرای ذخیره جواب 
 بــه تعداد کنج‏های موجــود، از درجه  حافظه 
مورد نیاز اســت. بنابراین، الگوریتم فوق دارای پیچیدگی 

زمان  و پیچیدگی مکانی  است.

5- کاربردهای مسئلة تورنگهبان
مسئلة تور نگهبان دارای کاربردهای متنوعی است. از 
جمله این کاربردها می‏توان به موارد زیر اشــاره کرد. در 
زمینه سیستم‏های نظارتی، مســئلة تورنگهبان را می‏توان 
برای بهینه‌ســازی مسیرهای گشــت‌زنی پرسنل امنیت و 
دوربین‏های نظارتی اســتفاده کرد. به طوری که بیشترین 
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پوشــش منطقه را با کمترین طول گشت‌زنی داشته باشیم. 
بدین‌ترتیــب با صــرف هزینه و زمان کمتــر، کارآمدی و 
اثربخشی سیستم‏های نظارتی بیشتر خواهد بود. همچنین 
مســئلة تور نگهبان در عملیات جســتجو و نجات قابل به 
کارگیری اســت. در این جا، هدف طی کــردن کوتاه‌ترین 
مسیری است که بیشترین پوشش‌دهی نقاط مهم را داشته 
باشد به طوری که شانس پیدا کردن افراد یا اشیاء گم شده 
بیشــتر شود. با حل مســئلة تور نگهبان، تیم‌های جستجو 
می‏توانند مسیرهای خود را برای اطمینان از پوشش دقیق 
منطقة جســتجو برنامه‏ریزی کنند. به عــاوه در مدیریت 
تاسیسات، می‏توان مســیر کارکنان نگهداری یا نظافت را 
بهینه‌ســازی کرد تا اطمینان حاصل کنیــم که همه منطقه 
شامل تاسیسات، به درســتی تحت پوشش بوده و نظافت 
می‏شــود. این کار باعث صرفه‌جویــی در زمان و انرژی 
مصرفی می‌شود و کیفیت ســرویس نیز بهتر خواهد شد. 
یکی دیگر از کاربردهای مســئلة تــور نگهبان، در رباتیک 
اســت ]16[. در این جا، هدف می‏تواند بهینه‌سازی حرکت 
ربات‌ها برای پوشــش دادن یک ناحیه مشخص در محیط 
باشد. به طور خاص این مسئله برای ربات‌های نظافت کف، 

اتوماسیون انبار و ربات‌های اکتشافی مفید خواهد بود.

6- نتیجه‌گیری و کارهای آینده
در این مقاله، مســئلة تــور نگهبان چندگانــه ثابت در 
چندضلعی‌های پلکانی که نــوع خاصی از چندضلعی‌های 
مستطیلی هستند را مورد بررسی قرار دادیم و یک الگوریتم 
پویا برای حل بهینه این مسئله در معیار حداقل مجموع ارایه 
کردیم. همچنین نشــان دادیم که نگهبانانی که نقطه شروع 
آنان در تسلط باشــد، قابل چشم‌پوشی و حذف از مسئله 
هســتند. زیرا ثابت کردیم که تورنگهبانــی آنان در جواب 
بهینه در حالت حداقل مجموع برابر صفر اســت. الگوریتم 
پویای ارایه شــده در حالت بــدون دامینیت و هم در حالت 
اســت.  با دامینیت دارای پیچیدگی زمانی 
همچنین الگوریتم‌های ارایه شــده در هــر دو حالت داری 

پیچیدگی مکانی  می‏باشند، که  و  به ترتیب تعداد 
نگهبانان و تعداد رئوس چندضلعی است. برای کارهای آتی 
می‌توان این مسئله در معیار حداقل حداکثر را بررسی کرد. 
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