
نوع مقاله: پژوهشی

تابستان 1403، دوره 9، شماره 2، پیاپی 33

*  نویسندۀ مسئول

20

DOR: 20.1001.1.2538161.1403.9.2.2.3.

DOI : 10.22034/csj.2024.203192

دریافت مقاله: 1403/01/27

پذیرش مقاله: 1403/02/22

یک معیار شباهت مبتنی بر محبوبیت برای بهبود کارایی خوشه‌بندی طیفی

حسن مطلبی* 
استادیار، دانشکده مهندسی برق و کامپیوتر، دانشگاه تحصیلات تکمیلی صنعتی و فناوری پیشرفته، کرمان، ایران

h.motallebi.p@gmail.com :پست الکترونیکی

چکیده
روش‌های خوشــه‌بندی طیفی، به دلیــل قابلیتی که در 
تشخیص خوشــه‌های با شــکل‌های مختلف دارند، بسیار 
مورد توجه قرار گرفته‌اند. کارایی این روش‌ها وابســتگی 
شــدیدی به نحــوه تعریف شــباهت بین نمونه‌هــا دارد. 
بنابرایــن، تلاش‌ها برای بهبود کارایــی این الگوریتم‌ها بر 
روی ارایه معیار شــباهت مناســب‌تر متمرکز بوده است. 
در این مقاله، به هر نمونه شــاخصی تحت عنوان شاخص 
محبوبیت نســبت می‌دهیم که بیانگر میــزان مرکزیت آن 
نمونــه در مجموعه داده اســت. همچنین، معیار شــباهت 
جدیدی مبتنی بر محبوبیت نمونه‌ها پیشــنهاد و بر پایه آن 
الگوریتم خوشه‌بندی طیفی مبتنی بر محبوبیت را پیشنهاد 
می‌دهیم. از آنجا که شاخص محبوبیت پیشنهادی مستقل از 
چگالی محلی خوشه‌هاست، الگوریتم پیشنهادی می‌تواند در 
خوشه‌بندی داده‌های با چگالی‌های متفاوت موفق عمل کند. 
معیار پیشنهادی ویژگی سودمند دیگری نیز دارد؛ شباهت 
نمونه‌ها در معیار پیشــنهادی با توجه به محبوبیت آنها و 
جایگاه یک نمونه در لیست همسایگان نمونه دیگر محاسبه 
می‌شود. این ویژگی به جداسازی خوشه‌های با همپوشانی 
بالا کمک بسیاری می‌کند. به دلیل سادگی تعریف پیشنهادی 
برای شاخص محبوبیت، الگوریتم محاسبه ماتریس شباهت 
پیشنهادی پیچیدگی محاسباتی بســیار پایینی دارد. برای 

مطالعه و مقایســه کارایی الگوریتم خوشه‌بندی پیشنهادی 
بــا همتاهای آن، از منظر معیار انطباق NMI، آزمایش‌هایی 
بر روی شــش مجموعه داده‌ مصنوعی و پانزده مجموعه 
داده واقعی انجام داده‌ایم. نتایج نشان می‌دهد که الگوریتم 
خوشــه‌بندی پیشــنهادی و معیار شــباهت مطرح در آن 
کارایی بهتری نسبت به روش‌های همتای آن از جمله معیار 
شباهت مبتنی بر میانگین محلی، معیار خود- تنظیم و معیار 
شــباهت محلی مبتنی بر همســایه‌های مشترک دارد و در 

اغلب موارد بهترین عملکرد را به‌دست می‌آورد.
واژه‌های کلیدی: خوشه‌بندی طیفی، شاخص محبوبیت، 
معیار شباهت مبتنی بر محبوبیت، گراف همسایگی، ماتریس 

شباهت.

1. مقدمه
خوشــه‌بندی عبارت است از دســته‌بندی نمونه‌ها در 
گروه‌های )خوشــه‌های( جداگانه به نحــوی که نمونه‌های 
درون هر خوشــه به هم شــبیه و متفــاوت از نمونه‌ها در 
خوشــه‌های دیگر باشــند. از جمله اهداف خوشــه‌بندی، 
به‌دســت آوردن توصیفی از داده از طریق خلاصه‌سازی 
و همچنین شناسایی و قرار دادن نمونه‌های با ویژگی‌های 
مشترک و مشابه در گروه‌های جداگانه است. خوشه‌بندی 
در زمینه‌های مختلفی از جمله تحلیل اسناد1 ]1[، شناسایی 
1-Document analysis
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الگو2 ]2[، بخش‌بندی تصاویر3 ]3[ و غیره کاربرد دارد. یکی 
از چالش‌های مهم خوشه‌بندی در دنیای واقعی، تشخیص 
خوشــه‌های با اندازه‌ها، چگالی‌ها و شکل‌های متفاوت در 

داده‌های شامل نوفه4 است. 
تاکنــون، الگوریتم‌های خوشــه‌بندی بســیاری برای 
تشخیص خوشه‌های با شکل‌های مختلف، از جمله شکل‌های 
غیرکروی و نامنظم پیشــنهاد شده اســت. به عنوان مثال، 
الگوریتم‌های خوشــه‌بندی سلســله‌مراتبی5 ]5،4[ از جمله 
الگوریتم‌هایی هستند که می‌توانند خوشه‌های با شکل‌های 
دلخواه را تشخیص دهند. یک راه‌حل دیگر برای تشخیص 
خوشه‌ها با شــکل‌های دلخواه، اســتفاده از الگوریتم‌های 
خوشــه‌بندی طیفی ]6-9[ اســت. در ایــن الگوریتم‌ها، با 
اســتفاده از ویژگی‌های طیفی6 ماتریس‌های خاصی، که از 
ماتریس )گراف( شباهت به دست می‌آیند، داده‌ها به فضایی 
با ابعاد بســیار کمتر نگاشت می‌شوند. مقادیر و بردارهای 
ویژه از جمله مهم‌ترین ویژگی‌های طیفی هســتند. سپس، 
برای رسیدن به نتیجه نهایی، یک روش خوشه‌بندی سنتی 
مانند k-means بر روی داده‌ها در این فضای جدید اعمال 
می‌شود. ســاخت ماتریس )گراف( شــباهت7 مناسبی که 
شباهت بین نمونه‌ها را به خوبی منعکس کند برای رسیدن 
به کارایی مناسب در خوشه‌بندی طیفی بسیار کلیدی است. 
برای این کار، سه نوع گراف شباهت مرسوم متداولًا مورد 

استفاده قرار می‌گیرند ]10[
گراف کاملًا متصل8، که در آن همه گره‌ها به هم متصل ●	

هســتند. این گراف تنها در صورتی ســودمند است که 
وزن یال‌ها منعکس‌کننده شــباهت بین نمونه‌ها باشــد. 
، که بیانگر شــباهت این  معمولًا وزن یــال بین  و 
دو نمونه است، با اســتفاده از تابع شباهت گوسی9، به 

صورت زیر محاسبه می‌شود:

2-Pattern recognition
3-Image segmentation
4-Noise
5-Hierarchical clustering
6-Spectral properties
7-Affinity matrix
8-Fully connected graph
9-Gaussian similarity function

)1(
که  فاصله  و  و  پارامتر هسته10 است 
که شتاب کاهش میزان شباهت با افزایش فاصله بین نقاط 
را کنتــرل می‌کند. از آنجا که انتخاب مقدار مناســب برای 
ایــن پارامتر تاثیر قابل توجهی بر کارایــی الگوریتم دارد، 
مطالعات بسیاری برای تعیین مقدار مناسب برای آن انجام 

شده است ]11[.
11، که در آن یالــی بین دو گره  ●	  گراف همســایگی

و  کشیده می‌شــود اگر فاصله آنها بیش از  نباشد. 
پارامتر  نقشی مانند پارامتر  در گراف کاملًا متصل 

ایفا می‌کند.
(، که در آن یالی ●	 گراف- نزدیک‌ترین همســایه‌12 )

از گره  به  کشــیده می‌شود اگر و تنها اگر  یکی 
از  نزدیک‌ترین همســایه‌  باشــد. از آنجا که رابطه 
همســایگی رابطه‌ای مقارن نیست گراف حاصل گرافی 
جهت‌دار خواهد بود. دو راه برای تبدیل این گراف به یک 
گراف بدون جهت وجود دارد. اولین روش این است که 
جهت یال‌ها را نادیده بگیریم، یعنی، اگر یکی از دو شرط 
 یا  برقرار باشد یک یال 
بــدون جهت بین  و  می‌کشــیم که  بیانگر 
مجموعه  نزدیک‌ترین همسایه‌ یک نمونه است. روش 
دیگر این اســت که اگر هر دو شــرط  و 
 برقــرار بود یک یال بدون جهت بین  
و  بکشــیم. در این حالت، به گــراف حاصل گراف  
نزدیک‌ترین همســایه متقابل13 گفته می‌شود. در هر دو 
مورد، وزن یال‌های کشــیده شــده با توجه به شباهت 

گره‌های مربوطه مشخص می‌شود.
معمــولًا، گراف‌های شــباهت خلــوت14، از قبیل گراف 
و گراف  به دلیل ســاختار ســاده‌تر و  همســایگی
واضح‌تر آنها ترجیح داده می‌شــوند. بسیاری از کارهایی 
که با هدف بهبود کارایی خوشــه‌بندی طیفی انجام شده‌اند 
10-Kernel parameter
11- -neighborhood graph
12- -nearest neighbor (kNN) graph
13-Mutual kNN graph
14-Sparse
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این کار را با تولید گراف‌های شباهت مؤثرتر انجام می‌دهند 
]10-18[. بــه بیان دیگر، الگوریتم‌های خوشــه‌بندی طیفی 
متفاوت، برای رســیدن به نتایج بهتر، معیارهای شــباهت 

متفاوتی را مورد استفاده قرار داده‌اند.

1-1. نوآوری تحقیق

در این مقاله، الگوریتم خوشه‌بندی طیفی جدیدی به نام 
 »)PBSC( 15الگوریتم خوشه‌بندی طیفی مبتنی بر محبوبیت«
پیشــنهاد شده که در آن گراف همسایگی با استفاده از یک 
معیار شــباهت جدید مبتنی بر محبوبیت نمونه‌ها ســاخته 
می‌شــود. مهمتریــن نوآوری‌های این الگوریتــم در ادامه 

آورده شده است:
مفهوم جدیــدی تحت عنوان »محبوبیت« معرفی شــده .1	

اســت. در الگوریتم پیشــنهادی به هر نمونه یک میزان 
محبوبیت نسبت داده می‌شود. میزان محبوبیت یک نمونه 
بیانگر میزان مرکزیت آن نمونه در مجموعه داده است و 
با توجه به اعتباری که آن نمونه از طریق همســایگی با 
دیگر نمونه‌ها دریافت می‌کند و همچنین میزان محبوبیت 

آن‌ همسایه‌ها محاسبه می‌شود. 
بر مبنــای مفهوم محبوبیت، یک گراف شــباهت خلوت .2	

ســاخته می‌شــود که روابط همســایگی نمونه‌ها را به 
خوبی منعکس می‌کند. شــباهت بیــن هر دو نمونه  و 
 در این گراف بر اساس محبوبیت‌ آن‌ها و موقعیت  
در لیست نزدیک‌ترین همسایگان  و بالعکس محاسبه 
می‌شود. معیار شــباهت پیشنهادی چند ویژگی سومند 
دارد: اولیــن ویژگی، که کمک به خوشــه‌بندی داده‌های 
چندمقیاســه می‌کند، این اســت که محبوبیــت نمونه‌ها 
مســتقل از مقیاس و چگالی محلی آنها اســت. ویژگی 
دیگر این است که در معیار شباهت پیشنهادی، شباهت 
بین نمونه‌ها در محدوده‌های خلوت کمتر از شباهت در 
محدوده‌های پرتراکم است. همچنین، این معیار شباهت 
به نقاط نزدیک به هم، در صورتی که هم‌خوشــه باشند 
میزان شــباهت بالا و اگر در خوشه‌های متفاوت باشند 

15-Popularity-Based Spectral Clustering (PBSC)

میان شــباهت پایینی نســبت می‌دهد. این دو ویژگی به 
جداسازی خوشــه‌های دارای همپوشانی کمک می‌کند. 
نهایتاً، ویژگی دیگر معیار شــباهت پیشنهادی پیچیدگی 

محاسباتی بسیار پایین آن است. 
برای مطالعه کارایی الگوریتم خوشــه‌بندی پیشنهادی 
آزمایش‌هایی بر روی شــش مجموعــه داده‌ مصنوعی و 
پانزده مجموعه داده واقعی انجام داده‌ایم. کارایی الگوریتم 
PBSC پیشــنهادی را علاوه بر الگوریتم خوشه‌بندی طیفی 

ســنتی ]9[ با الگوریتم‌های خوشــه‌بندی طیفــی‌ای که بر 
مبنای معیار شــباهت مبتنی بر میانگین محلی ]15[، معیار 
شــباهت خود-تنظیم ]12[ و معیار شــباهت محلی مبتنی 
بر همسایه‌های مشترک اســتوار هستند مقایسه کرده‌ایم. 
عــاوه بر ایــن، الگوریتم پیشــنهادی را با پنــج الگوریتم 
خوشــه‌بندی دیگر، از گروه‌های مختلف، مقایسه کرده‌ایم. 
نتایج آزمایش‌های انجام شده و مقایسه اثربخشی و کارایی 
روش PBSC پیشــنهادی با همتاهای آن نشــان می‌دهد که 
این الگوریتم در مقایســه با الگوریتم‌های پیشــین از منظر 
معیار انطبــاق NMI16 موفق‌تر عمل می‌کند. به طور خاص، 
الگوریتم خوشــه‌بندی PBSC برای سیزده مجموعه داده از 
پانــزده مجموعه داده واقعی، بهتریــن عملکرد و برای دو 

مورد دیگر دومین بهترین عملکرد را دارد.

1-2. ساختار مقاله

در ادامــه ایــن مقاله، در قســمت دوم به مــروری بر 
الگوریتم‌های خوشــه‌بندی طیفی موجــود می‌پردازیم. در 
قسمت سوم به شرح الگوریتم خوشه‌بندی طیفی مبتنی بر 
محبوبیت پیشنهادی و در قسمت چهارم، به مطالعه کارایی 
آن می‌پردازیم. نهایتاً، در قسمت پنجم به نتیجه‌گیری بحث 

خواهیم پرداخت.

2. مرور ادبیات
بــرای رســیدن بــه کارایــی مناســب در روش‌های 
خوشه‌بندی طیفی، به‌دست آوردن گراف شباهت مناسبی 
16-Normalized Mutual Information (NMI)
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که شباهت و همســایگی نمونه‌ها را به خوبی منعکس کند 
بسیار کلیدی است. تابع شباهت گوسی یکی از متداول‌ترین 
توابع برای ساخت ماتریس شباهت است که در آن پارامتر 
 عــرض محدوده همســایگی را کنترل می‌کنــد. در ]10[ 
مقدار مناســب برای این پارامتر برابر میانگین فاصله بین 
امین نزدیک‌ترین همســایه آنها پیشــنهاد شده و  نقاط تا 
مقدار مناسب برای پارامتر  برابر  در 
نظر گرفته شــده است. مشکل این روش این است که برای 
بســیاری از داده‌ها در نظر گرفتن یک مقدار ثابت  برای 

همه نقاط مناسب نیست.
در ]12[ الگوریتم خوشه‌بندی طیفی خودتنظیم17 معرفی 
شده که برای هر نقطه مثل  پارامتر هسته محلی جداگانه  
را در نظر می‌گیرد. شباهت بین  و  در الگوریتم مذکور 
با توجه به چگالی همسایگی  و  محاسبه می‌شود. در 

]11[ نویسندگان به جای تلاش برای یافتن مقدار مناسب 
، یک تابع هسته گوســی توانی18 پیشنهاد داده‌اند. در ]17[ 
، که با میانگین  نویسندگان استفاده از یک مقدار سراسری 
ها به‌دست می‌آید را پیشنهاد کرده‌اند. در  گرفتن از همه 
]18[ یک معیار فاصله مبتنی بر  پیشــنهاد شده است. 
در روش مذکور به جای پارامتر  از پارامتر  اســتفاده 
شده که به دلیل صحیح بودن، انتخاب مقدار مناسب برای 
آن راحت‌تر اســت. در ]19[ برای اجتنــاب از تأثیر نوفه‌ها 
ماتریس شــباهتی مبتنی بر گراف  نزدیک‌ترین همسایه 

متقابل ساخته شده است.
در ]20[ از یک گراف  تغییریافته اســتفاده شده که 
در آن تعداد همسایه‌ها برای هر نقطه متناسب با شرایط آن 
نقطه مشخص می‌شــود. همچنین، در ]21[ نیز برای بهبود 
ســاختار گراف، برای نقــاط مختلــف داده مقادیر مختلف 
 در نظر گرفته شــده اســت. در ]14[ نویسندگان روشی 
برای ساخت ماتریس شباهت بر اساس چگالی محلی نقاط 
پیشــنهاد داده‌اند. همچنین، نویســندگان در ]15[ یک معیار 
شباهت مبتنی بر میانگین محلی پیشنهاد داده‌اند که شباهت 

17-Self-turning spectral clustering
18-Powered Gaussian kernel function

نمونه‌ها در آن بر اساس فاصله بین میانگین  نزدیک‌ترین 
همســایه آن‌ها محاسبه می‌شــود. در ]16[ نویسندگان یک 
معیار شباهت محلی با لحاظ کردن چگالی محلی و مبتنی بر 
وزن همســایگان مشترک در گراف جهت‌دار  نزدیک‌ترین 
همسایه پیشنهاد داده‌اند. همچنین، در ]22[ با هدف ارایه یک 
معیار شباهت مناسب برای جداسازی خوشه‌های با تفکیک 
ضعیف19 شباهت نقاط با توجه به تعداد و نزدیکی همسایگان 
مشترک آنها محاسبه شده است. در ]23[ یک گراف شباهت 
بدون پارامتر ارائه شده که اطلاعات مربوط به فاصله، چگالی 
و اتصال نقاط را برای ساختن گراف همسایگی محلی ترکیب 
 )ANSG(20می‌کند. در ]24[ گراف تطبیقی شباهت همسایگان
معرفی شــده که به یال‌های بین یک نمونه و  نزدیک‌ترین 
همســایه‌اش احتمالاتی را نسبت می‌دهد. یال‌های با فواصل 
کوتــاه در این گــراف احتمال بالاتری بــه خود اختصاص 
می‌دهند که این منجر به اتصالات قوی بین گره‌های نزدیک به 
 )FSG(21هم می‌شود. نویسندگان در ]25[ گراف شباهت فازی
را معرفی کرده‌اند که با تمام نقاط داده مانند مراکز برخورد 
 می‌کند. گراف شــباهت در تحقیق مذکور بر مبنای الگوریتم

c-means و ماتریس عضویت فازی ساخته می‌شود. نهایتاً، 

برای مواجهه با نقاط پرت و نوفه در داده‌ها، در ]26[ روشی 
مبتنی بر فاصله میانگین تعمیم یافته22 پیشــنهاد شــده که 
حساسیت به مقدار پارامتر  یعنی تعداد همسایه‌ها را کاهش 

می‌دهد. 
در جدول 1 خلاصه‌ای از مشــخصات، مزایا و معایب 

الگوریتم‌های خوشه‌بندی طیفی مذکور آورده شده است. 
پرداختن همزمان به سه چالش 1. تشخیص خوشه‌ها در 
داده‌های حاوی نوفه، 2. خوشه‌بندی داده‌های با سطوح مختلف 
چگالی و3. جداسازی خوشه‌های با تفکیک ضعیف مسئله‌ای 
است که در روش‌های ذکر شده فوق کمتر بر روی آن تمرکز 
شــده اســت. در این مقاله به این ارایه روشــی برای حل این 

چالش‌های سه‌گانه پرداخته شده است.

19-Poor separation
20-Adaptive neighbors similarity graph
21-Fuzzy similarity graph
22-Generalized mean distance

یک معیار شباهت مبتنی بر محبوبیت ... / حسن مطلبی 



فصلنامه علمی، علوم رایانشی، سال نهم،  شمارة 33، تابستان  1403 24

3. الگوریتم خوشه‌بندی طیفی مبتنی بر محبوبیت
در این قســمت، به توضیح الگوریتم خوشه‌بندی طیفی 
مبتنی بــر محبوبیت پیشــنهادی )PBSC( و مفاهیم مبنایی 
آن می‌پردازیم. نخســتین مرحله از این الگوریتم محاسبه 
شــاخص محبوبیت نمونه‌ها است. در ادامه، در ابتدا نحوه 
محاسبه محبوبیت نمونه‌ها شــرح داده می‌شود. سپس به 
توضیح معیار شــباهت مبتنی بر محبوبیت پیشــنهادی و 
در نهایت به توضیح الگوریتم خوشــه‌بندی پیشــنهادی و 

پیچیدگی زمانی آن می‌پردازیم.

3-1. محاسبه محبوبیت نمونه‌ها

فرض کنید  مجموعه‌ داده‌ای شــامل 
 نمونــه و  بیانگر فاصله بین دو نمونه  و  
امین نزدیک‌ترین همسایه نمونه  را با  در آن باشد. اگر 
 ،  نشان ‌دهیم، مجموعه  نزدیک‌ترین همسایه 
که با  نشان داده می‌شود، به صورت زیر تعریف 

می‌شود:

)2(
که در آن صفرمین نزدیک‌ترین همسایه یک نمونه خود 

آن نمونه محسوب می‌شود.
تعریف 1 )ماتریس توزیع اعتبار(. ماتریس )توزیع( اعتبار 
، ماتریس   مجموعه داده 
است که در آن  مقدار اعتباری است که  به  می‌دهد. 

امین همسایه  نمونه  باشد خواهیم داشت: اگر 

)3(

،  و  مقدار اعتباری اســت  کــه در آن 
امین نزدیک‌ترین همســایه خود می‌دهد  کــه هر نمونه به 
هــا طوری مقداردهی می‌شــوند که 1(   .) (
مجموع اعتبــاری که یک نمونه به همســایه‌های صفرم تا

ام خود می‌دهد برابر با یک باشــد، یعنی  

جدول 1- مشخصات، مزایا و معایب الگوریتم‌های خوشه‌بندی طیفی موجود
مزایا و معایبپارامتر)ها(محلی/سراسریمرجع
عدم توانایی تشخیص خوشه‌های با سطوح مختلف چگالیعرض همسایگی،سراسری]10[

عدم توانایی تشخیص خوشه‌های با سطوح مختلف چگالی، ارایه روشی برای تخمین مقدار مناسب برای پارامتر توان، سراسری]11[
پارامتر 

توانایی تشخیص خوشه‌های با سطوح مختلف چگالیعرض همسایگی،محلی]12[

عرض همسایگی، و محلی]14[
توانایی تفکیک خوشه‌های با تفکیک ضعیف، توانایی تطبیق با شرایط همسایگی محلیشعاع همسایگی، 

تعداد همسایه،  و عرض محلی]15[
توانایی تفکیک خوشه‌های با تفکیک ضعیف، عدم توانایی تشخیص خوشه‌های با سطوح مختلف چگالیهمسایگی، 

لحاظ کردن اطلاعات همسایگی محلیتعداد همسایه، محلی]16[
عدم توانایی تشخیص خوشه‌های با سطوح مختلف چگالیعرض همسایگی، سراسری]17[
مقاوم در برابر نوفه، توانایی کار با داده‌های چندمقیاسهتعداد همسایه، سراسری]18[
مقاوم در برابر نوفه، عدم توانایی کار با داده‌های چندمقیاسهتعداد همسایه، سراسری]19[
مقاوم در برابر نوفه، توانایی یافتن خوشه های خلوت و کاهش زمان محاسبهتعداد همسایه، محلی]20[

بهبود ساختار گراف با استفاده از روش تطبیقی، تنظیم کردن تعداد همسایه‌های هر نمونه با توجه به حداکثر تعداد همسایه، محلی]21[
موقعیت و شرایط آن

توانایی تفکیک خوشه‌های با تفکیک ضعیفتعداد همسایه، محلی]22[
عدم نیاز به مقداردهی پارامترها، حساسیت به نوفهبدون پارامترمحلی]23[
توانایی کار با ابعاد بالای دادهتعداد همسایه، محلی]24[

، و محلی]25[ پارامتر توان، 
پارامترهای فازی  و 

تشخیص هم‌زمان ماتریس فاصله و ساختار داده‌ها، عدم توانایی تشخیص خوشه‌های با سطوح مختلف 
چگالی

عدم توانایی تشخیص خوشه‌های با سطوح مختلف چگالی، ارایه روش پیاده‌سازی موازیتعداد همسایه، سراسری]26[



25

و اعتباری که یک نمونه به همســایه‌های نزدیک‌تر )غیر از 
خودش( می‌دهد بیشتر از همسایه‌های دورتر باشد، یعنی:

)4(
توزیــع اعتبــار بیــن همســایه‌ها، کــه بــا دنبالــه 
 نشــان داده می‌شــود، بــر 
اســاس یک توزیع هندسی بریده شــده23 انجام می‌شود. 

داریم:

)5(
با توجه به این که مقدار  بزرگتر از یک است، 

، یعنی اعتباری که یک نمونه به خود می‌دهد کم‌ترین سهم 
را دارد و ســهم آن کمتــر از مقدار اعتباری اســت که یک 
امین نزدیک‌ترین همسایه خود می‌دهد. همچنین،  نمونه به 
امین نزدیکترین همســایه خود  اعتباری که یک نمونه به 

( می‌دهــد برابر اســت با  (
ها مشــخص شود،  . واضح اســت که اگر مقدار یکی از 
ها را محاسبه کرد. در این مقاله،  می‌توان مقدار ســایر 

مقدار  را به صورت زیر محاسبه می‌کنیم:

)6(
، کــه پارامتر مقیــاس نامیده  کــه در آن برای 
می‌شــود، مقدار  در نظر گرفته شــده است. 
با اســتفاده از این پارامتر، در رابطه فوق می‌توان شــتاب 
کاهــش مقدار  با افزایش مقــدار  را کنترل کرد. نتایج 
آزمایش‌های انجام شده نشان می‌دهد که عملکرد الگوریتم 
پیشنهادی حساسیت چندانی به تغییرات نسبتاً اندک مقدار 
این پارامتر حول مقدار پیشنهادی ندارد و برای هر مقداری 

در بازه 15 تا 25 نتایج تقریباً یکسانی به‌دست می‌آید. 
مفهــوم محبوبیت در ایــن مقاله را می‌تــوان همتایی 
برای مفهــوم چگالی در نظر گرفت. میزان محبوبیت نمونه 
 با توجه به محبوبیت نمونه‌هایی که  را در لیســت  
نزدیک‌ترین همسایه خود دارند و همچنین جایگاه  در آن 

لیست، مطابق تعریف زیر محاسبه می‌شود.
تعریف 2 )بردار محبوبیت(. برای یک مجموعه داده مثل 
 ، ، بــردار محبوبیت، 
23-Truncated geometric distribution

که در آن  شاخص محبوبیت نمونه  است، بردار ویژه 
متناظر با مقدار ویژه  ماتریس توزیع اعتبار است. 

، یک ماتریس ســطری- از آنجــا که ماتریس اعتبار، 
، همان  تصادفی است، مسئلة محاســبه بردار محبوبیت، 
مســئلة یافتن بردار ویــژه غالب24، متناظر بــا مقدار ویژه 
-ام از شاخص محبوبیت   این ماتریس است. تقریب 
، که با  نشــان داده می‌شــود، با استفاده از روش 

تکرار توان25، به صورت زیر محاسبه می‌شود:

)7(

طبق تعریف فوق، خواهیم داشت:

)8(

-ام از بردار محبوبیت است. در  که در آن  تقریب 
واقع، بردار محبوبیت را می‌توان با شــروع از تقریب اولیه 
 و به‌دست آوردن تقریب‌های متوالی با 

استفاده از رابطه 8 تا رسیدن به همگرایی، محاسبه کرد.
در ادامه مقاله، در الگوریتم 1 روال خوشــه‌بندی طیفی 
پیشنهادی آورده شده است. در اولین گام از این الگوریتم، 
در سطرهای یکم تا دوازدهم، روند محاسبه ماتریس توزیع 
اعتبار و بردار محبوبیت آورده شــده اســت. در راستای 
بررســی همگرایی الگوریتــم، بــرای اندازه‌گیری اختلاف 
بین دو تقریب متوالی بــردار محبوبیت، از معیار واگرایی 
کولبک- لیبلر26 اســتفاده می‌کنیم. معیار واگرایی کولبک- 
لیبلر ]27[، که با عنوان آنتروپی نسبی نیز شناخته می‌شود، 
یک مفهوم پایــه‌ای در آمار و اطلاعات اســت که اختلاف 
بین دو توزیع احتمال را محاســبه می‌کند. بر اساس معیار 

واگرایی کولبک- لیبلر، اختلاف توزیع  نسبت به توزیع 
، به شــرط این که هر دو توزیع بــر روی فضای نمونه  

تعریف شده باشند، به صورت زیر محاسبه می‌شود:

24-Dominant eigenvector
25-Power iteration method
26- Kullback–Leibler (KL) divergence
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)9(

لازم بــه ذکر اســت کــه در الگوریتم محاســبه بردار 
محبوبیت، بــرای تبدیل یک بردار محبوبیــت به یک بردار 
توزیع جرم احتمال بردار محبوبیت نرمال‌سازی می‌شود تا 
مجموع عناصر آن یک شود. الگوریتم، تا وقتی که اختلاف 
بیــن دو تقریب متوالی مطابق معیار واگرایی کولبک- لیبلر 
بیشتر از  باشد به محاســبه تقریب‌های بعدی 
ادامه خواهد داد. همچنین، بــرای تضمین خاتمه این روند 
در صورت همگرایی کنــد، تعداد تکرارهای این روند را به 
 محدود کرده‌ایــم. در این الگوریتم، اختلاف 
بیــن دو تقریب  و  از بــردار محبوبیت به 

صورت زیر محاسبه می‌شود:

)10(

3-2. مثالی از محاسبه بردار محبوبیت

به عنوان یک مثال ساده از محاسبه محبوبیت نمونه‌ها، 
مجموعه داده کوچک نشــان داده شده در شکل 1- )الف( 
را در نظر بگیرید. در شــکل 1- )ب( ماتریس توزیع اعتبار 
، نشــان داده  و محبوبیت نمونه‌ها، برای  و 
شــده اســت. طبق تعریف 1 مقادیر اعتبار داده شــده به 
صفرمین، اولین و دومین نزدیک‌ترین همســایه برای همه 
 نمونه‌ها به ترتیب برابر 0.07، 0.71 و 0.22 است. در شکل 

1-)ب(، وزن یالی که از  به  کشــیده شده برابر مقدار 
اعتباری اســت که  به  می‌دهد. توجه داشته باشید که 
جمع محبوبیت‌های تمــام نمونه‌ها برابر تعداد آنها یعنی 9 
اســت. به عنوان یک مثال، نمونه  را در نظر بگیرید.  
به اولیــن و دومین نزدیک‌ترین همســایه خود یعنی  و 
 اعتبار می‌دهد. از آنجا که نمونه‌های دیگر هیچ اعتباری 
به  نمی‌دهنــد، این نمونه کمترین محبوبیــت را در این 
. همچنین، نمونه  مجموعه داده دارد، یعنی داریم 
، بــه دلیل این که در مرکز ایــن مجموعه داده قرار دارد 

. بیشترین محبوبیت را دارد که برابر است با 

3-3. ساخت ماتریس شباهت مبتنی بر محبوبیت

تعریف معیار شباهت مبتنی بر محبوبیت پیشنهادی بر 
مبنای مفهوم »تمایل به ارتباط« استوار است:

 ،) ( ، تعریف 3 )تمایل به ارتبــاط(. فرض کنید  و
، که با دو نمونه در  باشــند، تمایل  بــرای ارتباط با 

 نشان داده می‌شــود، به صورت زیر 
تعریف می‌شود:

)11(
، حاصل ضرب  توجه کنید که تمایل  برای ارتباط با 
، یعنی میزان اعتباری که  به  می‌دهد،  محبوبیت  در
است. رابطه 11 ایده‌ای شبیه نحوه برقراری ارتباط افراد در 

)الف(                                                                                                                )ب(
شکل )1(: )الف( مثالی از مجموعه داده‌ای شامل نه نمونه و )ب( گراف متناظر با ماتریس توزیع اعتبار و محبوبیت نمونه‌ها در آن
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یــک جامعه دارد؛ به این معنی که در دنیای واقعی نیز، افراد 
معمولاً تمایل به ارتباط با افرادی دارند که هم محبوب باشند 

و هم آنها را به عنوان دوست نزدیک بپذیرند.
تعریف 4 )شــباهت مبتنی بر محبوبیــت(. فرض کنید 
، دو نمونه متفاوت از مجموعه داده  باشــند،  کــه  و 
، که با  نشان  شباهت مبتنی بر محبوبیت  و 

داده می‌شود، به صورت زیر تعریف می‌شود:

)12(

4-3- ویژگی‌های معیار شباهت مبتنی بر محبوبیت 

معیار شباهت مبتنی بر محبوبیت پیشنهادی دارای چند 
ویژگی‌ مفید اســت. اول این که، محبوبیت نمونه‌ها مستقل 
از مقیاس داده و چگالی محلی نمونه‌ها اســت. این ویژگی 
کمک بسیاری به تشخیص خوشــه‌های با سطوح مختلف 
چگالی می‌کند. ویژگی دیگر این است که در معیار شباهت 
پیشنهادی، شباهت بین نمونه‌ها در محدوده‌های با چگالی 
و محبوبیت پایین )مثل حاشــیه داده‌ها( کمتر از شــباهت 
نمونه‌هــا در محدوده‌های با چگالــی و محبوبیت بالا )مثل 
مرکز داده‌ها( اســت. همچنین، معیار شباهت پیشنهادی به 
نقاط نزدیک به هم، در صورتی که هم‌خوشه باشند میزان 
شــباهت بالا و در صورتــی که در خوشــه‌های متفاوت 

باشــند میان شباهت پایین نســبت می‌دهد. این دو ویژگی 
به جداســازی خوشه‌های دارای هم‌پوشــانی و با تفکیک 
ضعیف کمک بســیاری می‌کند. دیگر ویژگی معیار شباهت 
پیشنهادی پیچیدگی محاسباتی بســیار پایین آن است. به 
عنوان مثال، مجموعه داده شــکل 2 را در نظر بگیرید. این 
مجموعه داده شــامل دو خوشــه با چگالی متفاوت است. 
تیرگی رنگ هر نمونه در این شکل بیانگر میزان محبوبیت 
آن اســت. همچنین، میزان محبوبیــت نمونه‌ها به صورت 
عددی نیز نشــان داده شده اســت. اگر چگالی هر نقطه را 
برابر معکوس فاصله آن تا هفتمین نزدیک‌ترین همسایه‌اش 
در نظر بگیریم، چگالی نقاط در خوشه سمت چپ 7.1 برابر 
چگالی نقاط در خوشــه سمت راســت است. یا این وجود، 
 ) میانگین محبوبیت نقاط دو خوشــه )برای  و

تقریباً برابر است. 
،  و   اکنون، سه جفت نقطه 
را در این شــکل در نظر بگیرید. فاصله بین هر ســه جفت 

نقطه‌ دقیقاً برابر است، یعنی:

)13(
جفت  و  را در محدوده کم چگالی لبه خوشه سمت 
چپ در نظر بگیرید. شباهت این دو نمونه با توجه به معیار 
شــباهت مبتنی بر محبوبیت پیشنهادی برابر 0.051 است. 
، با همان فاصله در  با این حال، شــباهت بین جفت  و 

یک معیار شباهت مبتنی بر محبوبیت ... / حسن مطلبی 

(، در محدوده‌های پرتراکم   شکل )2(: مثالی از محاسبه شباهت بین سه جفت نقطه با فواصل یکسان، در محدوده‌های خلوت )
) ( و همچنین در خوشه‌های مختلف ) (
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محدوده‌ای پرتراکم )محبوبیت بالا(، به دلیل محبوبیت‌های 
بالای  و  بالاتر و برابر 0.086 است. اکنون، نمونه‌های 
 و  را با همان فاصله از دو خوشه مختلف در محدوده 
با محبوبیت پایین بین دو خوشه در نظر بگیرید. شباهت بین 
این دو نمونه بر اســاس معیار شباهت مبتنی بر محبوبیت 
پیشــنهادی برابر 0.025 است که به دلیل هم‌خوشه نبودن 
این دو نمونه، نســبت به شباهت دو نمونه هم‌خوشه  و 

 به طور قابل توجهی پایین‌تر است. 
معیار شــباهت مبتنی بر محبوبیت پیشــنهادی ویژگی‌ 
ســودمند دیگری نیز دارد که به جدا کردن خوشــه‌های با 
تفکیــک ضعیف کمک می‌کند. به عنوان مثال، مجموعه داده‌ 
شــکل 3- )الف( را، که شــامل دو دایره هم مرکز با تفکیک 
ضعیــف و پراکندگی‌های متفاوت اســت، در نظر بگیرید. 
گراف ده نزدیک‌ترین همســایه این داده‌، با توجه به معیار 
شباهت سنتی )فاصله اقلیدسی(، در شکل 3- )ب( نشان داده 
شده اســت. دو خوشه در این شکل از هم تفکیک نشده‌اند. 
شکل 3- )ج( گراف ده نزدیک‌ترین همسایه همان داده را بر 
اساس معیار شباهت مبتنی بر محبوبیت پیشنهادی نشان 
می‌دهد. در این شــکل، شــباهت نمونه‌ها بر اساس تعریف 
4 به ازای  محاســبه شده اســت. هر نمونه به ده 
نزدیک‌ترین همســایه‌اش متصل اســت مشروط به این که 
شــباهت دو نمونه صفر نباشــد. در این گراف دو خوشه 
از هم تفکیک شده‌اند. دلیل این موضوع این است که معیار 

پیشنهادی به نقاط نزدیک به هم، در صورتی که هم‌خوشه 
باشــند میزان شباهت بالا و در صورتی که در خوشه‌های 

متفاوت باشند میان شباهت پایینی نسبت می‌دهد.

5-3. الگوریتم پیشنهادی

الگوریتــم خوشــه‌بندی طیفــی مبتنی بــر محبوبیت 
پیشــنهادی، PBSC، شامل چند مرحله اســت. شبه کد این 
روش در الگوریتم 1 آورده شــده اســت. در اولین مرحله 
از این الگوریتم، در ســطرهای اول تــا دوازدهم، ماتریس 
، محاســبه  ، و بردار محبوبیت نمونه‌ها،  توزیع اعتبار، 
می‌شــود. ســپس، در مرحله دوم، در سطرهای سیزده تا 
25، با توجه به ماتریس توزیــع اعتبار و بردار محبوبیت، 
ماتریس شــباهت، S، که نحوه محاســبه آن در تعریف 4 
آورده شد محاسبه می‌شود. در نهایت، در سومین مرحله، 
در ســطرهای 26 تا 30، نتیجه خوشــه‌بندی با استفاده از 
روند رایج در الگوریتم‌های خوشه‌بندی طیفی ]10[ حاصل 
می‌شــود. این رونــد به طور خلاصه در ادامه شــرح داده 
، ماتریس لاپلاسین نرمال‌شده به  شده است. در ابتدا 

صورت زیر محاسبه می‌شود:

)14(

که در آن،  ماتریس شباهت مبتنی بر محبوبیت و  یک 
، …،  بر روی قطر   ، ماتریــس قطری، با درجه‌های 
اصلی آن، اســت که ماتریس درجه نامیده می‌شود. در این 

)ج()ب()الف(
شکل )3(: داده‌ای شامل دو خوشه دایره‌ای با تفکیک ضعیف و پراکندگی‌های بسیار متفاوت )قسمت الف(، گراف ده نزدیک‌ترین همسایه این داده 

بر اساس معیار شباهت سنتی )فاصله اقلیدسی( )قسمت ب(، و معیار شباهت مبتنی بر محبوبیت )قسمت ج(
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، درجه رأس  برابر است با  ماتریس 
، نمونه‌ها بر اساس  بردار ویژه  . پس از محاســبه 
، و با استفاده از الگوریتم کلاسیک اول ]10[ ماتریس 

، ...،  خوشــه‌بندی   ، ، بــه خوشــه‌های  -
می‌شوند که  بیانگر تعداد خوشه‌ها است. 

6-3. انتخاب مقدار مناسب برای پارامتر 

، به عنوان تنها پارامتر الگوریتم خوشه‌بندی  پارامتر 
پیشنهادی، اندازه همسایگی نقاط را کنترل می‌کند. در ادامه، 
، برای  پیشنهاد  روشــی برای تخمین مقدار مناســب، 
می‌دهیم. کار را با  شروع می‌کنیم و بردار محبوبیت 
را برای مقادیر متوالی  محاسبه می‌کنیم و تا جایی پیش 

می‌رویم که تفاوت بین بردارهای محبوبیت برای دو مقدار 
 متوالی، که با  و  نشــان داده می‌شــوند، به 

اندازه کافی کوچک شود. یعنی داشته باشیم: 

)15(

کــه در آن  و  به ترتیب بردار محبوبیت 
نرمال‌شده برای  و  هستند که در آنها جمع مقادیر 

محبوبیت نرمال‌شده برابر با یک است.

7-3. پیچیدگی زمانی محاسبه ماتریس شباهت

با توجه به ســادگی ســاختار ماتریس توزیع اعتبار، 
پیچیدگی محاســباتی الگوریتم محاســبه ماتریس شباهت 
پیشــنهادی برابر  و  بیانگر تعداد نمونه‌ها 

یک معیار شباهت مبتنی بر محبوبیت ... / حسن مطلبی 
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است. این موضوع در ادامه به تفصیل شرح داده شده است. 
پیچیدگی محاسباتی یافتن مجموعه  برای همه 
نقاط داده، در صورت استفاده از ساختار درخت k-d بسیار 

پایین و برابر  است ]28[. 
ماتریس توزیع اعتبار ساختار بسیار ساده‌ای دارد؛ هر 
سطر از این ماتریس تنها  عنصر غیرصفر وجود دارد 
که مقادیر آن‌ها نیز برای همه سطر‌ها یکسان است. بنابراین، 
این ماتریس  را می‌توان به صورت خلاصه و ضمنی 
در یک ماتریس  ذخیره کرد که عنصر  آن اندیس 
امین نزدیک‌ترین همســایه نمونه  است.   یعنی 
بنابراین، در محاســبه بردار محبوبیت با استفاده از روش 
تکرار توان، در هر تکرار، عملیات ضرب ماتریس اعتبار در 
بردار محبوبیت از مرتبه  خواهد بود چرا که مقدار 
و موقعیت عناصر غیرصفر ماتریس اعتبار از پیش مشخص 
است. بنابراین، اگر  تکرار برای محاسبه بردار محبوبیت 
لازم باشد، محاسبه این بردار از مرتبه خواهد 
، پیچیدگی زمانی  بود و با توجه به این که  و 
این کار  خواهد بود. پس از محاسبه بردار محبوبیت، 
محاسبه ماتریس شباهت پیشنهادی با توجه به تعریف 4 از 
مرتبه  خواهد بود. در نتیجه، پیچیدگی محاسباتی 
الگوریتم محاســبه ماتریس شــباهت مبتنــی بر محبوبیت 

 خواهد بود. 
بــرای مقایســه، پیچیدگی زمانی محاســبه معیارهای 
شــباهت پیشنهاد شده در ]12، 15 و 16[ را در ادامه شرح 
می‌دهیم. پیچیدگی زمانی محاسبه ماتریس شباهت پیشنهاد 
شــده در ]12[ برابر  اســت. در ]15[ پیچیدگی 
محاسباتی یافتن مجموعه  نزدیک‌ترین همسایه برای تمام 
نمونه‌ها از مرتبه‌ای برابر  و پیچیدگی زمانی 
محاســبه ماتریس شباهت برابر  
اســت. همچنیــن، در ]16[ پیچیدگــی محاســباتی یافتــن 
همســایه‌های مشــترک در گراف جهت‌دار  نزدیک‌ترین 
همسایه برابر  است که در آن  
بیانگر تعداد جفت نقاطی است که همسایه مشترک دارند و 

 به وضوح بسیار کوچکتر از  است. بنابراین، پیچیدگی 
محاســباتی ســاخت ماتریس وزن و ماتریس شباهت در 
]16[ برابــر  اســت. در نتیجــه می‌توان گفت 
پیچیدگی محاسباتی روال محاسبه ماتریس شباهت مبتنی 
، در مقایســه با  بــر محبوبیت پیشــنهادی، 

( کمتر است. همتاهای آن )

4. ارزیابی و مقایسه
بــرای مطالعــه کارایــی الگوریتم خوشــه‌بندی طیفی 
پیشــنهادی، PBSC، ارزیابی‌هایی با اســتفاده از داده‌های 
مصنوعــی و واقعی انجام می‌دهیــم. برای توصیف میزان 
تطابــق نتیجه الگوریتم‌های خوشــه‌بندی با جواب صحیح 
از معیار انطباق  اســتفاده می‌کنیم. برای پیاده‌سازی 
الگوریتم خوشــه‌بندی پیشــنهادی از زبان برنامه‌نویسی 
 Scikit-learn پایتون و امکانات کتابخانه یادگیری ماشــین

]29[ استفاده کرده‌ایم. 
در ادامه، در ابتدا مطالعه کارایی الگوریتم پیشــنهادی 
بر روی داده‌های مصنوعی و ســپس مقایســه کارایی آن 
با برخی از مهم‌ترین الگوریتم‌های خوشه‌بندی موجود بر 

روی داده‌های واقعی انجام شده است.

1-4- داده‌های مصنوعی

ابتدا الگوریتم خوشــه‌بندی طیفــی مبتنی بر محبوبیت 
پیشنهادی، PBSC، را بر روی تعدادی داده مصنوعی شامل 
خوشــه‌هایی با شــکل‌ها، توزیع‌ها، چگالی‌ها و اندازه‌های 
گوناگون و دارای همپوشــانی اعمــال می‌کنیم. این داده‌ها 
 Ds4c2sc8، 2d-20c-no0، Rings، Aggregation، عبارتند از
Jain و Spiral ]30[. شــکل 4 خروجی الگوریتم پیشنهادی 

را برای این داده‌ها نشــان می‌دهد. قسمت )الف( این شکل، 
خروجی الگوریتم خوشــه‌بندی پیشــنهادی را برای داده 
Spiral، که شــامل سه خوشه مارپیچ است، نشان می‌دهد. 

این خروجی نشان می‌دهد که الگوریتم PBSC می‌تواند سه 
خوشه را به درستی تفکیک کند.
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بــرای ارزیابی الگوریتم خوشــه‌بندی پیشــنهادی در 
مواجهه با خوشه‌های با مقیاس‌های مختلف، در قسمت )ب( 
نتیجه الگوریتم PBSC را برای داده Jain نشان داده‌ایم. نتیجه 
نشــان می‌دهد که الگوریتم پیشــنهادی می‌تواند همه نقاط 
این داده را به درســتی به خوشه‌ها منتسب کند. در قسمت 
 Aggregation بــرای داده PBSC ج( نیز نتیجــه الگوریتم(
آورده شــده است. الگوریتم خوشــه‌بندی پیشنهادی بیش 
از 99 درصــد نمونه‌های این مجموعه داده را به درســتی 

خوشه‌بندی می‌کند. 
در قســمت‌های )د( و )ه( شــکل 4 خروجــی الگوریتم 
2d-20c- خوشه‌بندی پیشــنهادی به ترتیب برای داده‌های

 2d-20c-no0 آورده شــده اســت. داده Ds4c2sc8 و no0

شــامل خوشه‌هایی با پراکندگی‌ها و جهت‌ها مختلف است. 
الگوریتم پیشــنهادی تقریباً همه نمونه‌هــای این داده را به 
درستی به خوشــه‌ها منتســب می‌کند. همچنین، خروجی 
الگوریتم پیشــنهادی برای مجموعــه داده Ds4c2sc8، که 
شــامل خوشه‌هایی با تفکیک بســیار ضعیف است، نشان 
می‌دهــد که این الگوریتــم بیش از 97 درصــد نمونه‌های 

این داده را به درســتی به خوشه‌ها منتسب می‌کند. نهایتاً، 
خروجی الگوریتم پیشــنهادی برای داده Rings، که شامل 
سه خوشه با همپوشانی بســیار بالا است، در قسمت )و( 
شــکل 4، نشان می‌دهد که این الگوریتم بیش از 94 درصد 

نقاط را به درستی خوشه‌بندی می‌کند.
 ،PBSC ،نتایج الگوریتم خوشــه‌بندی طیفی پیشــنهادی
برای داده‌های مصنوعی نشــان می‌دهــد که این الگوریتم، 
در مواجهه با خوشــه‌های با شکل‌ها، مقیاس‌ها، اندازه‌ها و 

توزیع‌های مختلف عملکرد بسیار موثری دارد.

2-4- داده‌های واقعی

 ،PBSC برای بررســی عملکرد الگوریتم خوشــه‌بندی
در محیــط واقعی، الگوریتم پیشــنهادی را بر روی پانزده 
مجموعه داده واقعی ]31[ اعمال کرده‌ایم. مشــخصات این 
داده‌ها، از جمله تعداد نمونه‌ها، ویژگی‌ها و خوشــه‌ها، در 
جدول 2 آورده شــده اســت. ابعاد ایــن داده‌ها از چهار تا 
34 و تعــداد نمونه‌های آنها از 150 تا 6321 متغیر اســت. 
برخی از این داده‌ها، شــامل خوشــه‌هایی بــا چگالی‌های 

Spiral )الف(Jain )ب(Aggregation )ج(

2d-20c-no0 )د(Ds4c2sc8 )ه(Rings )و(
شکل 4- خروجی الگوریتم خوشه‌بندی طیفی پیشنهادی PBSC بر روی دادهای مصنوعی 
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بسیار متفاوت هستند. نسبت چگالی متراکم‌ترین خوشه به 
چگالی خلوت‌ترین خوشــه در این داده‌ها از 1.1 برای داده 
 WineQualityWhite تــا 16.2 برای داده LiverDisorders

متغیر است. 
برای مقایســه کارایی، الگوریتم پیشــنهادی PBSC را 
بــا نه الگوریتم‌ خوشــه‌بندی موجود، شــامل مرتبط‌ترین 
الگوریتم‌ها از دسته‌های مختلف و بخصوص الگویتم‌های 
جدید خوشه‌بندی طیفی، مقایسه کرده‌ایم. علاوه بر مقایسه 
 ،]32[ k-means با الگوریتم خوشــه‌بندی مبتنی بر مرکــز
RNN- 33[، و[ HDBSCAN الگوریتم‌های‌ مبتنی بر چگالــی

 Agglomerative 34[، الگوریتم سلســله‌مراتبی[ DBSCAN

]4[، و الگوریتــم بــدون پارمتــر FINCH ]35[، الگوریتــم 
پیشــنهادی را با الگوریتم‌های خوشــه‌بندی طیفی زیر نیز 

مقایسه کرده‌ایم:
 ●،]10[ )SC-Classic( الگوریتم خوشه‌بندی طیفی کلاسیک

الگوریتم خوشــه‌بندی طیفی بر مبنای معیار شــباهت ● 
،]15[ )SC-LM( مبتنی بر میانگین محلی

الگوریتم خوشــه‌بندی طیفی بر مبنای معیار شــباهت ● 
خود-تنظیم )SC-ST( ]12[ و نهایتاً

الگوریتم خوشــه‌بندی طیفی بر مبنای معیار شــباهت ● 
.]16[ )SC-LSM( محلی مبتنی بر همسایه‌های مشترک

در جدول 3، مشــخصات ایــن الگوریتم‌ها از جمله نام 
پارامترهــای آنها به همــراه محدوده مقادیــر هر پارامتر 
آورده شده اســت. برای هر کدام از داده‌های جدول 2 هر 
کدام از الگوریتم‌های خوشــه‌بندی را به ازای تمام مقادیر 
فضای پارامتری آنها اجرا کرده و بهترین نتیجه را از نظر 
، تنها  شــاخص  گزارش کرده‌ایم. همچنین، بــرای 
پارامتــر الگوریتم، PBSC، محــدوده مقادیر زیر را در نظر 

گرفته‌ایم:
)16(

نتایج ارزیابی و مقایسه الگوریتم پیشنهادی، PBSC، با 
 ، الگوریتم‌های خوشه‌بندی همتای آن، در قالب معیار 
در جدول 4 آورده شــده است. در مورد هر مجموعه داده، 
علاوه بر خروجی الگوریتم پیشــنهادی اعــداد بزرگتر یا 
مساوی آن نیز پررنگ شده‌اند. نتایج این ارزیابی و مقایسه 
نشــان می‌دهد که برای هر کدام از ایــن داده‌ها، الگوریتم 
پیشــنهادی یا بهترین کارایی و یا دومین بهترین کارایی را 
دارد. در واقع برای ســیزده مجموعه داده از پانزده مورد، 
الگوریتم پیشــنهادی بهترین کارایی و برای دو مورد دیگر 

این الگوریتم دومین بهترین کارایی را دارد. 

5. نتیجه‌گیری
در ایــن مقاله، الگوریتم خوشــه‌بندی طیفی جدیدی بر 
مبنای یک معیار شباهت جدید مبتنی بر محبوبیت پیشنهاد 
شده است. در الگوریتم خوشــه‌بندی پیشنهادی PBSC به 
هر نمونه یک شــاخص محبوبیت نســبت داده می‌شود که 
مشــخص می‌کند کــه آن نمونه تا چه حــد در مرکز داده 
قرار دارد. ســپس، بر مبنــای محبوبیــت نمونه‌ها، گراف 

جدول 2- مشخصات داده‌های واقعی مورد استفاده در ارزیابی

تعداد خوشهتعداد ویژگیتعداد نمونهنام مجموعه داده

Dermatology366346

HCV615125

Iris15043

LiverDisorders34562

PLRX182122

Seeds21073

ShillBidding632192

UserKnowled-
geModeling

40354

Vehicle846184

Vertebral2C31062

Vertebral3C31063

Vertebral3CW31062

WineQualityWhite4898117

WirelessIndoorLo-
calization

200074

Yeast1484810
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شــباهتی بر پایه یک معیار شباهت جدید ساخته می‌شود. 
معیار شــباهت مبتنی بر محبوبیت پیشنهادی چند ویژگی‌ 
ســودمند دارد. اول این که، محبوبیت نمونه‌ها، مســتقل از 
مقیاس داده و چگالی محلی نمونه‌ها است. این ویژگی سبب 
می‌شــود که الگوریتم پیشنهادی در مواجهه با داده‌های با 
ســطوح مختلف چگالی موفق عمل ‌کند. دیگر ویژگی معیار 
شباهت پیشنهادی این است که در آن شباهت بین نمونه‌ها 
در محدوده‌هــای خلوت کمتر از شــباهت در محدوده‌های 
پرتراکم اســت. همچنین، معیار شباهت پیشنهادی به نقاط 

نزدیک به هم که هم‌خوشــه باشند میزان شباهت بالا و در 
صورتی که هم‌خوشه نباشند میزان شباهت پایینی نسبت 
می‌دهد. این دو ویژگی به جداســازی خوشــه‌های دارای 
همپوشانی و با تفکیک ضعیف کمک بسیاری می‌کنند. دیگر 
ویژگی معیار شباهت پیشنهادی پیچیدگی محاسباتی بسیار 

پایین آن است. 
نتایــج ارزیابی‌هــای انجام شــده بــر روی داده‌های 
مصنوعی و واقعی نشــان می‌دهد که الگوریتم پیشنهادی 
PBSC در مواجهــه با خوشــه‌های با شــکل‌ها، مقیاس‌ها، 

جدول 3- مشخصات الگوریتم‌های خوشه‌بندی مورد استفاده در ارزیابی
مرجعپارامترهاسال انتشارنام الگوریتم
k-means1967type {regular, fcm, bisecting}, #clusters]32[

HDBSCAN2020min_cluster_size]33[
RNN-DBSCAN2018]34[
Agglomerative2006linkage {ward, complete, average, single}]4[

FINCH2019req_clust = #clusters]35[
SC-Classic2001assign_labels]9[

SC-ST2004assign_labels]12[
SC-LSM2022assign_labels]16[
SC-LM2022assign_labels]15[

جدول 4- مقایسه الگوریتم پیشنهادی و الگوریتم‌های همتای آن بر روی مجموعه داده‌های جدول 2 از منظر شاخص 
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Dermato88.45.72.86.90.86.92.91.88.92.

HCV06.02.21.16.04.18.02.04.26.44.
Iris76.74.70.80.72.80.81.83.85.88.

LiverDis00.01.02.00.00.01.01.01.01.02.
PLRX00.00.04.01.00.00.00.03.00.05.
Seeds70.38.51.71.69.69.70.78.74.78.

ShillBid00.14.19.02.00.09.00.10.09.21.
UserKno44.07.20.52.19.33.34.42.38.48.
Vehicle11.02.08.15.12.13.17.21.19.24.
Vert2C14.08.10.16.10.15.13.15.16.18.
Vert3C27.16.26.27.25.27.29.30.28.29.

Vert3CW14.08.10.16.10.15.13.15.16.18.
WineQW09.02.07.08.08.08.08.09.10.10.
WirelessIL85.05.52.88.80.72.86.92.80.92.

Yeast31.04.07.28.31.36.31.30.36.37.
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اندازه‌هــا و توزیع‌های مختلف کارایی بهتری در مقایســه 
با الگوریتم‌های خوشــه‌بندی موجود دارد. در آینده، قصد 
داریم یــک گونه سلســله‌مراتبی از الگوریتم پیشــنهادی 
ارایــه دهیم که در آن فاصله خوشــه‌ها با توجه به میزان 

چسبیدگی27 بین آنها مشخص می‌شود.
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