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چکیده
دو مجموعــه رنگی از نقاط )آبی و قرمز(  و  را بر 
روی صفحه در نظر بگیرید، مسئلة تفکیک پذیری نقاط هدف 
عبارت است از جداســازی نقاط قرمز از نقاط آبی توسط 
یک مســتطیل مینیمال به طوری که همه نقاط آبی در داخل 
مستطیل و همه نقاط قرمز در خارج از مستطیل قرار بگیرند. 
مستطیل مینیمال برای مجموعه نقاط  مستطیلی است که 
هر چهار ضلع آن بر بدنه محدب  مماس باشــند. در این 
مقاله کارهای قبلی برای چندخطی ها توســعه داده شــده 
است. عملا به جای جداسازی نقاط، جداسازی چندخطی ها 
مدنظر ما اســت. کاربرد مهم جداســازی چندخطی ها در 
کلاس بندی اشیایی که به جای نقطه با پاره خط یا چندضلعی 
توصیف ‌می شــوند، مطرح می شود. زمان اجرای الگوریتم 
ما  اســت که  و  تعداد 
خطــوط آبی در مجموعه  و  تعــداد خطوط قرمز در 

مجموعه  است.
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1- مقدمه
مسئلة جداسازی نقاط یکی از مسائل بنیادی و کاربردی 
در هندســه محاسباتی است. در این مسئله، دو مجموعه از 
نقاط رنگی )آبی و قرمز(  و  و یک شکل هندسی خاص 
در صفحه در نظر گرفته شــده است و هدف عبارت است 
از پوشــش نقاط آبی  توسط آن شــکل هندسی خاص 
به طوری که هیج کدام از نقاط قرمز  پوشش داده نشوند. 
البته نســخه های متعددی از مسئلة جداسازی پایه تعریف 
شــده اســت که در آنها به دنبال بهینه نمودن پارامترهای 
مختلف شکل جداساز )مثل محیط، مساحت و تعداد اضلاع( 
می باشند. تفکیک پذیری نقاط دارای کاربردهای مختلفی در 
زمینه هــای پردازش تصویر،آمار و دســته بندی اطلاعات، 
 VLSI داده کاوی، گرافیــک کامپیوتری و طــراحی چیدمان

می باشد ]5-1[.
تحقیقــات قابــل توجــهی در زمینه جداســازی انجام 
شده اســت. در سال 1983 مسئلة جداســازی نقاط رنگی 
توســط خط با یــک الگوریتم دارای زمان خطی حل شــد 
]6[ و همچنین مســئلة جداسازی نقاط توسط دایره توسط 
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رورک و همکاران ]7[ مطرح و با یک الگوریتم دارای زمان 
خطی حل شد. فکت ]9[ در سال 1992 نشان داد که مسئلة 
جداسازی نقاط توســط یک چندضلعی عمومی با کمترین 
تعداد لبه یک مسئلة ان پی کامل است و یک الگوریتم تقریبی 

با زمان اجرای چندجمله‌ای ارائه داد ]10[. 
مسئلة جداسازی نقاط توسط یک چندضلعی محدب با 
کمترین تعداد لبه توسط توسط ادلس برونر و پرپاراتا ]8[

حل شد و همچنین باندیاپادهای و اریتا بنیک ]15[ تعدادی 
مســئلة هندسی را که شامل جداسازی نقاط رنگی هم بود، 

با زمان اجرای چندجمله‌ای حل نمودند.
ساریل ها ر پلد و میچل جونز ]16[ در سال 2018 مسئلة 
جداســازی  نقطه توسط کمترین تعداد خطوط را مطالعه 
کردند. آنها نشان دادند در مربع واحد حداقل تعداد خطوط 

لازم برای جداسازی  نقطه برابر  است.
مصلحی و باقری ]11[ جداســازی نقاط رنگی توســط 
مستطیل های همســان متمایز را بررسی کردند و همچنین 
آنها ]13[ الگوریتمی با زمان اجرای  برای 
جداســازی نقاط رنگی با مثلث های مینیمال با زاویه ثابت 
ارائه کردند. آنکوش آچاریا ]12[ بر روی مســایل متنوعی 
از جداســازی کار کرده و الگوریتم های درجا ارائه کردند. 
شیخی و همکاران ]14[ مســئلة جداسازی نقاط غیر قطعی 
رنــگی را مطالعــه کرده و ســه الگوریتم بــه ترتیب برای 
جداســازهای قطعی، محتمل و ماکسیمال ارائه کردند. جی 
و همکاران ]17[ مســئلة جداســازی خطی اشیای هندسی 
تصــادفی را بــررسی کرده و الگوریتمی بــا زمان اجرای 
چند جمله‌ای برای محاسبه احتمال تفکیک پذیری آنها ارائه 
دادند. ادوارد بنت ]18[ و همکاران مســئلة جداسازی نقاط 
با کمترین تعداد خطوط در صفحه را مطالعه کرده و نشان 
دادند این مســئلة در حالت کلی نمی تواند سریع تر از روش 
بروت-فورس با زمان اجرای  حل شود که پارامتر 

 نشان‌دهنده تعداد خطوط است.
حسین‌زاده و باقری ]21[ جداسازی چندخطی‌های رنگی 
توســط مثلث های مینیمال با زاویه ثابت را مطالعه کرده و 

 N نشــان دادند که می توان دو مجموعه چند خطی رنگی با
پاره خط را بــا الگوریتمی با زمان اجرای  

جدا کرد.
در ســال 2009 ون کرولد و همکارانش ]19[ مســئلة 
تفکیک پذیری دو مجموعه نقطــه قرمز و آبی  و  را با 
مســتطیل مطرح کردند. فرض کنید  و  مجموعه نقاط 
قرمز و آبی به اندازه کلی  باشند. در این مسئله هدف آن 
است که کلیه زوایایی که مستطیل تفکیک کننده وجود دارد 
را گزارش کنیم. منظور از مســتطیل تفکیک کننده مستطیلی 
است که کلیه نقاط آبی داخل آن و کلیه نقاط قرمز خارج از 
آن قرار می‌گیرند و هر چهار ضلع مستطیل بر بدنه محدب 

 عمود باشند.
ما در این مقاله کار ون کرولد و همکارانش ]19[ را توسعه 
می‌دهیم و در صدد جداسازی چندخطی های رنگی هستیم. 
الگوریتم ارائه شده توسط ایشان فقط برای جداسازی نقاط 
قابل اســتفاده اســت و اگر اشیای رنگی که قرار است جدا 
شــوند به جای نقطه با پاره خط یا چندضلعی مدل شــوند، 
نمی توان از الگوریتم ایشان اســتفاده کرد و دنیای واقعی 
وقتی بخواهیم اشیا را روی صفحه دو بعدی مدل کنیم عملا 
با چندضلعی مدل می شــوند نه نقطه. بنابراین لازم اســت 
الگوریتم ایشان توسعه داده شود تا بتوانیم اشیای رنگی را 
که قرار اســت با پاره خط یا چندضلعی مدل شوند، نیز جدا 
کنیم. کار مــا می تواند در داده کاوی و کلاس بندی اشیایی 
کاربرد داشته باشــد که اشیا به جای نقاط با پاره خط ها و 
چندضلعی ها مدل ‌می شــوند. کاربردهــای الگوریتم ما در 

بخش 4 مقاله بیشتر توضیح داده می شود.

2- توصیف الگوریتم
مــا ابتــدا جداســازی پاره خط هــای رنــگی توســط 
مســتطیل های مینیمال را بررسی کرده و ســپس آن را به 
جداسازی چندخطی های رنگی توسط مستطیل های مینیمال 

تعمیم می‌دهیم. 
فرض کنید  مجموعه‌ای 
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از  پاره خط )قرمز( و  
مجموعه‌ای از  پاره خط آبی باشــند حال مطلوب اســت 
محاسبه مستطیل هایی که همه اعضای  را پوشش داده و 
هیچ کدام از اعضای  را شــامل نشوند و مینیمال باشند. 
منظور از مینیمال بودن این است که هر چهار لبه مستطیل 
جداساز مماس بر پوسته محدب نقاط آبی  باشند.

ابتدا نشــان می‌دهیم که جداســازی پاره خط ها توسط 
مستطیل های مینیمال قابل کاهش به جداسازی نقاط نیست. 
اگر ادعا شــود که بــا در نظر گرفتن نقاط ابتــدا و انتهای 
پاره خط های آبی و قرمز می توان جداســازی پاره خط های 
آبی و قرمز را به جداســازی نقاط آبی و قرمز کاهش داد 
آنگاه می تــوان با مثال نقض زیر ادعای مذکور را رد کرد. 
در شکل 1 اگر فقط نقاط ابتدا و انتهای پاره خط های آبی و 
قرمز را در نظر بگیریم واضح اســت که مستطیل مینیمال 
رســم شــده کاملا نقاط آبی و قرمز را از هــم جدا کرده 
اســت در حالی که پاره خط های قرمــز از خطوط آبی جدا 
نشــده‌اند و این نشان‌دهنده این واقعیت است که جداسازی 
پاره خط های رنگی سخت تر از جداسازی نقاط رنگی است. 

شکل 1. جداسازی خطوط قابل کاهش به جداسازی نقاط نیست.

جهت پوشش کلیه پاره خط های آبی لازم است مستطیل 
تفکیک کننــده بتواند  را در بر‌ بگیــرد. از آنجا که 
 زیرمجموعه مســتطیل تفکیک کننده اســت، پس 
یک شــرط لازم جهت تفکیک‌پذیری پاره خط ها با مستطیل 
تک‌رنگ1 باشــد. بنابراین، با فرض  آن است که
وجود  ابتدا در زمان  می توان بررسی کرد 
 تک‌رنگ است یا خیر. چنان چه مستطیل جداسازی 
برای جداســازی نقاط آبی و قرمز پیدا شود مستطیل های 
1- Monochromatic

دیگــری با اندازه و جهت متفاوت دیگری پیدا خواهد شــد 
کــه نقاط آبی را از نقاط قرمز جــدا می کنند بنابراین ما به 
دنبال یافتن زوایایی مثل  متعلق به بازه  هســتیم 
که مستطیل های جداساز با محور طول ها زاویه  بسازند. 
مســتطیل آبی  به مستطیلی گفته می شود که کلیه 
پاره خط های آبی داخل آن اســت. علاوه بر آن، اضلاع این 
مســتطیل با محور طول ها زاویه  می ســازد. منظور از 
گزارش بازه های زاویه‌ای که مســتطیل تفکیک کننده وجود 
دارد، گزارش زوایای  اســت که هیــچ پاره خط قرمزی 
داخــل  قرار نــدارد. از طــرفی می توان  
را به صورت زیر نیز تعریف کــرد. فرض کنید محورهای 
مختصات نســبت به محورهای مختصات اولیه در زاویه 
 قــرار دارد. یعنی محورهای اولیه مختصات را به اندازه 
 خلاف جهــت عقربه هــای ســاعت دوران داده‌ایم. در 
، مســتطیل پوشــشی کلیه  این صورت منظور از 
پاره خط های آبی در دســتگاه مختصات فعلی می باشد که 
اضلاع مستطیل هم‌راســتای محورهای مختصات دوران 

داده شده می باشد.

2-1 پردازش نقاط رخداد

ایده استفاده شــده در این مقاله بر پایه روش جاروب 
چرخــشی ]19[ و معرفی یک مجموعــه رخداد و پردازش 
آن ها می باشــد. کلیه رخداد های معرفی شــده با چرخش 

مستطیل  به صورت زیر است:
1- رخــداد تغییــر نقــاط آبی محدود کننده مســتطیل 
: می‌دانیــم حداقل یک نقطــه آبی روی هر یک از 
اضلاع مستطیل  قرار دارد. بنابراین، منظور از این 
رخداد زوایایی است که یکی از نقاط روی اضلاع  
تغییر می کند. این نقاط زمــانی تغییر می کنند که لااقل یکی 
، با یــکی از اضلاع  از اضلاع مســتطیل‌ 
هم خط شــود. زوایای وقوع این رخداد به سادگی به کمک 

روش کولیس های چرخان ]20[ به دست می آید. 
2- رخداد ورود- خروج نقطه قرمز به مستطیل 

جداسازی چندخطی های رنگی توسط مستطیل های ... / علیرضا باقری، محمد حسین زاده مقدم
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: منظور از این رخداد زاویه‌ای است که یک نقطه قرمز وارد 
 می شــود یــا از  خارج می شــود. فرض 
کنید از نقطــه قرمز  خارج از  دو خط مماس بر 
 رسم می کنیم. این خطوط مماس  را به 

ترتیب در نقاط  و  قطع می کنند. اگر زاویه 
کمتر از  باشــد، نقطه قرمز  هیچ گاه وارد مســتطیل 
 نخواهد شــد. با چرخش مســتطیل تفکیک کننده 
 به صورت پادساعتگرد حول  زمانی که 
یکی از اضلاع مستطیل با یکی از خطوط مماس گذرنده از 
نقطه  هم خط شود، نقطه  وارد مستطیل می شود 
و اگر ضلع دیگر مستطیل با خط مماس دوم هم خط گردد، 
این نقطه قرمز از  خارج می شود. به شکل 2 توجه 

کنید.

شکل 2. الف( نمایش رخداد ورود. ب( نمایش مستطیل  پس 
از رخداد ورود. ج( نمایش رخداد خروج.

بنابراین با محاســبه دو خط مماس گذرنده از هر نقطه 
قرمز می تــوان زوایــایی که مســتطیل  تک‌رنگ 
است را محاســبه کرد. اما مشــکل اصلی آن است که هر 
یک از پاره خط های قرمز حاوی بینهایت نقطه قرمز اســت 
که می توانند نامزد رخداد 2 باشــند و این نکته دقیقا تفاوت 
کار مــا با کار ون کرولد و همکارشــان ]19[ اســت. برای 
محاســبه و پردازش رخداد 2 ادعا می کنیم که هر پاره‌خط 
قرمز متعلق به  قابل افراز به تعداد محدودی زیرپاره خط 
است که همه نقاط قرمز واقع بر این زیرپاره خط های قرمز 
جدید دارای رفتار مشابهی در رخداد 2 هستند. مدعای خود 

را با دو لم نشان می‌دهیم.
لــم 1. بــه ازای هر پاره خطی مثــل  و هر چندضلعی 

محدبی مثل  با  تعداد لبه می توان با امتداد اضلاع 
 پــاره خــط  را به  پاره خــط کوچک تر مثل 
افــراز کرد به طوری که همه نقــاط واقع بر هر کدام از  ها 
لزومــا خطوط مماس آنها بر  از دو راس ثابت مثل  
می گذرند. در شکل 3 یکی از زیرپاره خط ها و دو راس ثابت 

متناظر نشان داده شده است.

شکل 3: پاره خط  به 5 پاره خط کوچکتر مثل  افراز شده است.

اثبات:

واضح اســت که به ازای هــر نقطه مثل  بر روی خط 
 خطــوط مماس آن بر چندضلــعی  لزوما از رئوس  
می گذرنــد و تــا زمانی که خطوط مماس  بــر روی یکی 
از اضلاع  نیافتــد همچنــان نقاط تماســش بــا  تغییر 
نمی کنــد و از طرفی تعداد لبه های  برابر  اســت 
و با امتداد هر یک از اضلاع  در نقطه تماســش با  یکی 
از زیرپاره خط هــای آن دو تکه شــده و یک واحد به تعداد 
تا لبه به   زیرپاره خط ها افزوده می شود پس اگر امتداد
وارد شود دقیقا به  پاره‌خط افراز می شود لذا تعداد 

کل پاره خط های تولید شده  است.
بنابر لم 1 می توان گفت در مسئلة جداسازی پاره خط های 
رنگی، پاره خط های  قرمز هر کدام قابل افراز به  تا 
پاره خط کوچک تر هســتند که همه نقاط قرمز واقع بر آنها 
لزومــا از دو راس ثابت  می گذرند. بنابراین ما با 
این خطوط قرمز افراز شــده سر و کار داریم که تعداد کل 
آنها  اســت و نشــان می‌دهیم که بر روی هر یک 
از پاره خط هــای قرمز مذکور می تــوان تعیین کرد که بر 
روی چــه تکه‌ای از آن همه نقــاط قرمز، زاویه بین خطوط 
مماسشــان کمتر از 90 درجه است و بر روی تکه‌ای دیگر 
همه نقاط قرمز، زاویه بین خطوط مماسشان ناکمتر از 90 
درجه است لذا از نظر کاندید بودن برای دخول در مستطیل 
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جداساز دارای رفتار مشابهی هستند. به لم 2 توجه کنید.
لــم 2. فرض کنید پاره خــط قرمز  دارای شیب  و 
نقاط ابتدایی و انتهایی  هستند و همه نقاط قرمز واقع 
بر آن، خطوط مماسشــان بر چندضلــعی محدب  از دو 
نقطه ثابت  می گذرند. ثابت کنید که می توان تعیین کرد 
که بــه ازای چه بازه‌ای از محور طول ها و عرض ها، زاویه 
بین خطوط مماس نقاط قرمز واقع بر  کمتر از 45 درجه 

است و در چه بازه‌ای ناکمتر از 45 درجه است.

اثبات:

با توجه به این که هر نقطه دلخواه روی  مثل  لزوما 
خطوط مماســش بر چندضلعی محدب  از دو نقطه ثابت 
 می گذرد بنابراین با تشکیل مثلث  و با استفاده 
از محاسبات ســاده دبیرستانی می توان زاویه بین دو خط 

 و  را طبق فرمول )1( محاسبه کرد.

شکل 4: لم 2

            )1
در عبارت بالا  بر اساس  قابل محاسبه 
است و  همان فاصله دو نقطه ثابت  است و  همان 
فاصله نقطه ثابت  از  است و نهایتا  همان فاصله نقطه 
ثابت  از  می باشد و با توجه به این که  مقدار ثابت 
هســتند لذا در محاسبه  تنها دو متغیر وجود دارند 

که همان طول و عرض نقطه  می باشند.
بنابرایــن زاویــه بین خطوط مماس قابل محاســبه بر 
اساس  و  است. حال از طرفی دیگر نقطه  بر روی 
پاره خط  واقع است و باید در معادله مربوطه صدق کند

                                   	)2  
که در آن مقدار ثابت  همان شیب پاره خط  اســت 

و مقدار ثابت  نیز عرض از مبدا پاره خط  است. حال با 
جای گذاری تساوی فوق در عبارت سینوس عملا فقط یک 
متغیر  را خواهیم داشت یعنی زاویه بین دو خط مماس 

برابر است با یک عبارت تک متغیره. 
بنابراین با تشکیل نامعادله می توان دقیقا بازه‌ای از  
و  را مشــخص کرد که در آن بــازه، زاویه بین دو خط 
مماس کمتر از 45 درجه است. همچنین می توان بازه‌ای از 
طــول و عرض s را تعیین کرد که در آن زاویه بین خطوط 
مماس ناکمتر از 45 درجه است. که تعداد این بازه ها برای 

هر کدام از پاره خط های قرمز مقدار ثابت می باشد.
پس با تکرار  بار محاســبات فــوق )هر دفعه 
تکــرار به  زمان نیــاز دارد( می تــوان در مورد هر 
پاره خــط قرمز بخــشی از آن را که هرگز وارد مســتطیل 
جداســاز نمی شود را مشــخص کرده و کنار گذاشت و از 
باقیمانــده هر پاره خط قرمز که بــه ازای هر نقطه واقع بر 
آن زاویه بین خطوط مماس ناکمتر از 45 درجه است نقاط 
ابتــدایی و انتهایی آن را مشــخص نموده و از آن دو نقطه 
 خطوط مماس مربوطه را رســم کرد. بدین ترتیب 
دو گوه در بالا و دو گوه در پایین به‌وجود می آیند که همه 
خطوط مماس مربوط به نقاط فی مابین  در آن نواحی 

می‌افتند.

شکل 5: خطوط مماس بین نقاط 

واضح است که وقتی یکی از اضلاع مستطیل در ناحیه 
ســبز بالایی قرار بگیــرد حداقل یکی از نقــاط قرمز وارد 
مســتطیل شــده اســت و تا وقتی که ضلع بعدی مستطیل 
از ناحیه ســبز پایین خارج نشــود همچنان بخشی از خط 
قرمز در داخل مســتطیل است و به ازای زاویه  مربوطه 
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مستطیل جداساز وجود ندارد.
بنابراین با توجه به دو لم مذکور عملا رخداد 2 )ورود 
و خروج نقاط قرمز( نیز قابل محاســبه و پردازش به نحو 

یاد شده است.

2-2 رسیدگی به رخدادها

پس از محاسبه رخدادهای نوع 1 و 2 کافی است آن ها 
را به ترتیب زاویه وقوعشان در صف رخداد درج کنیم. در 
زاویه اولیه نقاط قرمز داخل  را محاسبه می کنیم و 
آن ها را در متغیری نگهداری می کنیم. پس از آن رخدادهای 
موجــود در صف رخداد به ترتیــب از صف رخداد خارج 
‌می شــوند. اگر رخداد فعلی رخداد نوع 1 باشــد فقط نقاط 
تعریف کننده مستطیل  تغییر می کنند و پردازش آن 
در زمان ثابت انجام می شود. اگر رخداد فعلی رخداد نوع 2 
باشد کافی است متغیر ذخیره کننده تعداد نقاط قرمز داخل 
 را بــه روز کنیم. به این ترتیب بــا پردازش کلیه 
رخدادهای نوع 1 و 2 می توان زوایای وجود مستطیل های 

تفکیک کننده را گزارش داد. 

2-3 الگوریتم

شــبه کد الگوریتم ما برای جداسازی پاره خط های آبی 
از پاره خط های قرمز به صورت زیر خواهد بود.

قضیه زیــر مرتبه زمــانی اجرای الگوریتم محاســبه 
مستطیل های تفکیک کننده را نشان می‌دهد. 

قضیه1- اگر  و  مجموعه پاره خط های قرمز و آبی 
به اندازه کلی  باشــند، گزارش زوایایی که به ازای آن ها 
مستطیل تفکیک کننده وجود دارد در زمان 

امکان پذیر می باشد.
اثبات: تعداد کل رخدادهای نوع 1 برابر  می باشد 
و به کمک تکنیــک کولیس های چرخــان در زمان  
محاسبه می شود. از آن جا که پاره خط های قرمز به  
تعداد زیرپاره خط قرمز افراز ‌می شــوند و از نقاط ابتدایی 
و انتهایی آنها دو خط مماس بر  رســم ‌می شوند 
بنابراین دفعات وقوع رخداد نوع 2 نیز  می باشد. از 
هر نقطه قرمز به سادگی به کمک روش جستجوی دودویی 
می توان در زمــان  خط مماس بر  را 
رسم کرد. بنابراین، محاسبه کلیه رخدادهای نوع 2 نیز در 
زمان  امکان پذیر است. پس از محاسبه 
کلیــه رخدادهای نــوع 1 و 2، می توان آن هــا را به ترتیب 
در زمــان در صف رخــداد درج کرد. 
پــردازش هر یک از رخدادهای نــوع 1 و 2 در زمان ثابت 
انجام می شــود. بنابراین، پردازش هــر دو نوع رخداد در 
انجام می شود. با توجه به کلیه مطالب ذکر  زمان 
شده گزارش زوایایی که به ازای آن ها مستطیل تفکیک کننده 
وجود دارد در زمان امکان پذیر می باشد

3. جداســازی چندخطی های آبی و قرمز توسط 
مستطیل مینیمال

فرض کنید  مجموعه‌ای از چند خطی ها باشــد که کلا 
دارای  تا پاره خط آبی است و  مجموعه‌ای از چندخطی ها 
باشــد که کلا دارای  تا پاره خط قرمز باشــد. با صرف 
زمــان  می توانیم تک رنگ بودن  
ر ا بــررسی کنیم که در صــورت تک رنگ بودن  
مسئلة جداسازی چندخطی های رنگی به راحتی قابل کاهش 
به مســئلة جداسازی پاره خط های آبی و قرمز است که در 
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بخش های قبلی به طور کامل بررسی شــد. در صورت تک 
رنگ بودن  کافیســت مجموعه پاره خط های آبی 
موجــود در  و مجموعه پاره خط های قرمز موجود در  
را به عنوان ورودی الگوریتم ارائه شــده در بخش قبلی در 
نظر گرفته و الگوریتم مذکور را اجرا کنیم. واضح است که 
زمان اجرای مورد نیاز برای جداسازی چندخطی های رنگی 

.  خواهد بود به طوری که 

4. کاربرد الگوریتم
چنان چه در بخش مقدمه اشاره شد الگوریتم ارائه شده 
توســط ون کرولد و همکارانش ]19[ فقط برای جداسازی 
نقاط قابل اســتفاده است و اگر بخواهیم اشیای رنگی مدل 
شده به صورت پاره خط یا چندضلعی را توسط مستطیل های 
مینیمال جدا کنیم عملا الگوریتم ایشان کاربردی ندارد و تا 
کنون نیز الگوریتمی برای جداســازی چندخطی های رنگی 
ارائه نشده است و ما در این مقاله برای اولین بار الگوریتمی 
برای جداســازی چندخطی های رنگی توسط مستطیل های 
مینیمــال ارائه کرده‌ایم که می تواند در جداســازی اشیای 
رنگی مدل شــده به صورت پاره خــط یا چندضلعی مورد 
اســتفاده قرار گیرد. از نظر کاربردی می توان ادعا کرد که 
همه کاربردهایی کــه در زمینه های پردازش تصویر، آمار 
و دســته بندی اطلاعــات، داده کاوی، گرافیــک کامپیوتری 
 و طــراحی چیدمان VLSI می باــشد در منابع معتبر متعدد

]1-5[ برای جداســازی نقاط توسط مستطیل‌های مینیمال 
ذکر شــده اســت برای الگوریتم ما هم کاربرد محســوب 
می شوند. در هر کدام از کاربردهای مذکور چنان چه اشیای 
رنگی به جای نقطه با پاره خط یا چندضلعی مدل شده باشند 
الگوریتم ون کرولد و همکارانش ]19[ قابل استفاده نیست 
و در صورت استفاده از الگوریتم ایشان مدل اشیای رنگی 
را به جــای چندضلعی باید نقطه در نظــر گرفت که در این 
صــورت خطای قابل ملاحظــه‌ای را باید قبــول کنیم ولی 
الگوریتم ما بدون تحمیــل هیچ گونه خطایی می تواند مورد 

استفاده قرار گیرد. 

یکی از کاربردهای مهم جداســازی نقاط در داده کاوی 
مربوط به پیدا کردن فضاهای خالی در مجموعه داده های 
بزرگ اســت. ادموندس و همکارانش ]5[ الگوریتمی برای 
پیدا کردن فضاهای خالی در مجموعه داده های بزرگ ارائه 
کرده‌اند. در الگوریتم ایشــان اشیای جدا شونده به صورت 
نقطه در نظر گرفته شــده است که اگر اشیای رنگی به جای 
نقطــه دارای مــدل چندضلعی یــا پاره خط باشــند دیگر 
الگوریتم ایشــان یا قابل اســتفاده نیست و یا باعث خطای 
قابل ملاحظه‌ای خواهد شد در حالی که الگوریتم ما می تواند 
در این کاربرد نیز بدون هیچ گونه خطایی به کار گرفته شود

مثالی دیگر از کاربرد الگوریتم ما می تواند حصارکشی 
ســاختمان ها باشد. فرض کنید تعدادی ساختمان که به دو 
گروه مختلــف )آبی و قرمز( مثلا امنیــتی و اداری تقسیم 
می شوند قرار اســت حصارکشی شده و از هم جدا شوند 
به طوری که حصارکشی مذکور مســتطیل شکل و مینیمال 
باشد. واضح است که مدل دو بعدی ساختمان ها چندضلعی 
اســت نه نقطه. بنابراین الگوریتــم ون کرولد و همکارانش 
]19[ قابــل اســتفاده نیســت و الگوریتم مــا می تواند همه 
حصارکشی مســتطیل شــکل مینیمال ممکن را تولید کند. 
برای این منظور کافیســت مدل دو بعدی ساختمان ها را به 
عنوان ورودی به الگوریتم ارائه شــده در این مقاله بدهیم 
تا همه حصارکشی های مســتطیل شــکل مینیمال ممکن با 

زوایای مختلف را به عنوان خروجی تولید کند.

5. نتیجه گیری
ما در این مقاله مســئلة جداســازی نقاط رنگی توسط 
مســتطیل های مینیمال را توســعه داده و برای جداسازی 
چندخطی هــای رنــگی توســط مســتطیل های مینیمــال 
الگوریتــمی با زمان اجــرای  ارائه کردیم 
به طوری که  برابر مجموع تعداد پاره خط های آبی و قرمز 
در چند خطی های قرمز و آبی اســت که قرار است توسط 

مستطیل های مینیمال از هم جدا شوند.
اهمیت نوآوری مقاله ما مربــوط به مدل اشیای رنگی 
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اســت که قرار اســت توســط مســتطیل های مینیمال جدا 
شــوند. در دنیــای واقعی مدل دو بعــدی اشیا چندضلعی 
اســت نه نقطه. بنابراین برای جداســازی اشیای رنگی که 
به صورت پاره خط یا چندضلعی مدل می شــوند، نمی توان 
از الگوریتم های قبلی استفاده کرد و الگوریتم ارائه شده در 
این مقاله چالش مذکــور را برطرف می کند و این امکان را 
برای محققان فراهم می کند که در جداســازی اشیای رنگی 

توسط مستطیل های مینیمال از الگوریتم ما استفاده کنند. 
می توانیم جداســازی چندخطی های رنگی توســط دو 
مستطیل را به عنوان کار آتی معرفی کنیم که می توان مورد 

مطالعه قرار داد.
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