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چکيده
در ســال های اخیــر معکوس مســائل مکان یابی روی 
شبکه ها موضوع تعداد زیادی از تحقیقات بوده است. مسئله 
مکان یابی 1-مرکز مطلق در یک شبکه عبارت است از یافتن 
یک نقطه روی شبکه به عنوان سرویس‌دهنده به طوری که 
فاصله دورترین نقطه روی گراف تا سرویس‌دهنده حداقل 
شــود. در این مقاله به بررسی معکوس مســئله مکان یابی 
1-مرکز مطلق روی یک گراف دور بدون وزن می پردازیم. 
یک گراف دور یک مسیر بسته است به طوری که درجه هر 
راس گراف 2 است. در معکوس مسئله مکان یابی 1-مرکز 
مطلــق روی یک گراف دور یک راس در گراف مشــخص 
شده اســت و هدف این اســت تا طول یال های گراف دور 
را افزایــش دهیم به طوری که با انجام کمترین هزینه راس 
مشــخص شــده با طول یال های جدید یک 1-مرکز مطلق 
گراف دور باشد. در این مقاله یک الگوریتم ترکیبیاتی برای 
حل این مســئله پیشــنهاد می کنیم به طــوری که پیچیدگی 
n راس  )( برای گراف های دور با  2nO زمانی الگوریتــم 

خواهد بود.
واژه هــای کلیدی: مســئله مکان‌یــابی 1-مرکز مطلق 

شبکه ها، بهینه سازی معکوس، الگوریتم ترکیبیاتی، گراف 
دور.

1 - مقدمه
مکان یــابی با توجه بــه کاربردهایی کــه دارد یکی از 
موضوعات جذاب تحقیق در عملیات است. به عنوان مثال 
اگــر بخواهیم بهتریــن مکان در یک شــهر را برای ایجاد 
یک مرکز آتش  نشــانی، تاسیس یک مدرســه یا ســاخت 
یک بیمارســتان پیدا کنیم با یک مســئله مکان یابی مواجه 
هستیم. مسائل مکان یابی در چند دهه گذشته بسیار مورد 
توجــه و تحقیق قــرار گرفته‌اند چرا کــه تصمیم‌‌گیری در 
مورد انتخاب مکان یک سرویس‌دهنده برای تعداد مشتری 
می تواند تاثیرات اقتصادی، امنیــتی، اجتماعی، فرهنگی و 
محیط‌زیســتی بسیاری را به دنبال داشته باشد. به عنوان 
مثال ســاخت یک یا چند پناهگاه در یک شهر برای زمانی 
است که شرایط غیرعادی و اضطراری است و افراد برای 
حفظ جان خود به پناهگاه که یک ســازه امن و مســتحکم 
اســت پناه می آورند. یکی از شــاخصه های محل انتخاب 
پناهگاه می تواند این مورد باشد که هنگام بروز یک حادثه 
دورترین شــهروند از پناهگاه در کوتاه ترین زمان ممکن 
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بتوانند خود را به پناهگاه برسانند. در یک مسئله مکان یابی 
کلاسیک فرض می کنیم که تعدادی مشتری داریم و هدف 
این اســت که بهترین مکان را بــرای قرار دادن یک یا چند 
ســرویس‌دهنده پیدا کنیم طوری که یک تابع هدف )هزینه 
حمل و نقل، زمان ســرویس‌دهی، ســود و غیره( با توجه 
به محدویت های موجود مســئله بهینه شود. به روش های 
مختلــفی می توان مســائل مکان یابی را دســته بندی کرد. 
یکی از این مدل ها مکان یابی شــبکه است که در آن مکان 
انتخابی برای ســرویس‌دهنده و مشتری ها روی گره ها و 
یال های یک شبکه )گراف( مورد مطالعه قرار می‌گیرند. در 
یک مســئله مکان یابی کلاسیک فرض می کنیم که تعدادی 
مشــتری داریم و هدف این است که بهترین مکان را برای 
قرار دادن یک یا چند ســرویس‌دهنده پیدا کنیم طوری که 
یک تابع هــدف )هزینه حمل و نقل، زمان ســرویس‌دهی، 
سود و غیره( با توجه به محدویت های موجود مسئله بهینه 
شــود. به روش های مختلفی می‌توان مسائل مکان یابی را 
دســته بندی کرد. یکی از این مدل‌ها مکان یابی شبکه است 
کــه در آن مکان نامزدهــا برای ســرویس‌دهنده و مکان 
مشتری ها روی گره ها و یال های یک شبکه )گراف( مورد 
مطالعه قرار می‌گیرند. مسئله مکان یابی به طور گسترده‌ای 
چه در زمینه های عملی و چه در زمینه های تئوری بررسی 
شده اســت. برای آشنایی و مطالعه بیشــتر مبانی نظریه 

مسئله مکان یابی، مطالعه منابع ]2-1[ توصیه می شود.
در سال های اخیر مسائل مکان یابی معکوس که یکی از 
مسائل بهینه سازی معکوس است بسیار مورد توجه قرار 
گرفته‌ است. در این مسائل، مکان سرویس‌دهنده ها از قبل 
مشخص است و قابل تغییر نیســت. در مسائل مکان یابی 
معکوس در یک شبکه، سعی می کنیم با تغییر پارامترهای 
مسئله داده شده، مانند طول یال ها یا وزن راس ها، با توجه 
به محدودیت های موجود برای پارامترها، با صرف کردن 
کمترین هزینه، یک یا چند سرویس‌دهنده مشخص با توجه 
به مقدار پارامترهای جدید شرایط بهینگی را داشته باشند. 
مدل های مرکز و میانه دو مدل شــناخته شــده در مسائل 

مکان یابی روی شــبکه ها هســتند که در ســال های اخیر 
بسیــار مورد توجــه قرار گرفته‌اند. در حــالی که در مدل 
مرکز هدف این است که موقعیت سرویس‌دهندگان بهینه را 
در شبکه موردنظر پیدا کنیم به طوری که فاصله دورترین 
سرویس‌گیرندگان تا نزدیک ترین سرویس‌دهندگان حداقل 
شــود، در مدل میانه هدف این اســت تا مجموع فاصله ها 
از محل ســرویس‌گیرندگان تا نزدیک ترین سرویس‌دهنده 

حداقل شود. 
ســاختار مقالــه به صورت زیر اســت. در بخش 2 به 
بررسی کارهای قبلی در رابطه با موضوع مقاله می پردازیم. 
در بخش 3 به معرفی مســئله مکان یابی معکوس 1-مرکز 
روی شبکه ها می پردازیم و یک فرمول بندی برای مسئله به 
صورت یک مدل بهینه سازی پیشنهاد می کنیم. در بخش 4 
شرط بهینگی مســئله مکان یابی 1-مرکز روی گراف دور 
بررسی خواهد شد. در ادامه این بخش مسئله را به تعدادی 
زیرمسئله تقسیم می کنیم به طوری که هر زیر مسئله دارای 
یک فرمول‌ به صورت یک مدل بهینه ســازی خطی اســت. 
در بخش 5 برای حل هر زیرمســئله یک الگوریتم پیشنهاد 
می کنیــم. در بخش 6 با اســتفاده از الگوریتم پیشــنهادی 
بخش قبل الگوریتم خود را برای حل مسئله ارائه می کنیم. 
در بخش 7 روش حل پیشــنهادی این مقاله را به صورت 
کلی مرور کرده‌ایم و پیشــنهادهایی بــرای کارهای جدید 

ارائه شده است.

2- مروری بر ادبیات
نظری و همــکاران ]3[ بــا اســتفاده از الگوریتم های 
فراابتکاری به حل مسئله مکان یابی معکوس 2- میانه روی 
شــبکه ها پرداختند. مســئله مکان یابی معکــوس 1- میانه 
روی تعدادی از شــبکه ها بررسی شده است و برای آنها 
الگوریتم های کارآیی با پیچیدگی زمانی چندجمله‌ای برای 
به دســت آوردن جواب بهینه مسئله روی شبکه پیشنهاد 
شده است. گلوی ]4[ مســئله مکان‌یابی معکوس 1- میانه 
روی یک درخت را با وزن های غیرمنفی و روی یک مسیر 

معکوس مسئله مکان یابی 1-مرکز روی گراف دور ... / ابوالفضل پورعیدی و جعفر فتحعلی
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بــا وزن های مثبت/ منفی بررسی کرد. گان و همکاران ]5[ 
مســئله مکان یابی معکوس 1- میانــه روی یک درخت را 
تحت فاصله همینگ و نــرم بینهایت بررسی کردند. فام و 
همکاران ]6[ نیز مســئله مکان یابی معکوس 1- میانه روی 
درخت ها را برای نرم های چپیشــف و مستطیلی بررسی 
کردند. روی شبکه های دور، مسئله مکان یابی معکوس 1- 
میانه توســط بوردکارد و همکاران ]7[ بررسی شد و یک 
الگوریتم با پیچیدگی زمانی مربعی برای حل مســئله ارائه 
دادند. برای گراف های بلوکی نگوین ]8[ مســئله مکان یابی 
معکوس 1- میانه را بررسی کرد. مسئله معکوس 2- میانه 
روی شبکه ها توســط نظری و فتحعلی ]9[ مورد بررسی 
قرار گرفــت. نگوین و همکاران ]10[ مســئله معکوس 1- 
میانــه را روی درخت هــا بررسی کردنــد و یک الگوریتم 
)log( برای حل مســئله ارائه  nnO بــا پیچیدگی زمانی  
کردند. مسئله مکان یابی معکوس 1-مرکز روی شبکه های 
جهت‌دار بدون وزن با تغییر دادن طول یال ها یک مســئله 
NP- کامل اســت که توســط کای و همــکاران ]11[ ثابت 

شده است. برای حل مســئله مکان یابی معکوس 1-مرکز 
روی درخت هــای بدون وزن وقتی کــه فقط مجاز باشیم 
طــول یال ها را افزایش دهیم الگوریتمی با پیچیدگی زمانی 
)log( توســط علیزاده و همکاران ]12[ ارائه شده  nnO

اســت و وقتی که مجاز باشیم طــول یال ها را هم افزایش 
)( توسط  2nO و هم کاهش دهیم الگوریتمی با پیچیدگی 
n تعداد  علیــزاده و همکاران ]13[ ارائه شــده اســت که 
راس های درخت اســت. حسن‌زاده و همکاران ]14[ مسئله 
معکوس مرکز را در شبکه درخت‌ها تحت نرم های چپیشف 
و همینگ بررسی کردنــد و الگوریتم های خطی برای حل 
مسئله ارائه دادند. علیزاده و همکاران ]12[ برای حل مسئله 
مکان یابی معکوس 1-مرکز روی درخت ها نشان دادند که 
تعدادی مسیر وجــود دارد و باید بیــن مسیرها مسیری 
را جستجو کنند که بیشــترین طول را دارد )طولانی ترین 
مسیر( و ســپس در بین مسیرهــای باقی مانده مسیری را 
جستجو کنند که هزینه افزایش طول مسیر تا جایی که طول 

مسیر با طولانی ترین مسیر برابر شــود کمینه باشد. برای 
هر مسیر یک ســاختار درخت جســتجو ساختند تا بتوان 
lognO)( هزینه  در بــا پیمایش در عمق درخت در زمان 
افزایش طول هر مسیر را محاسبه کرد. در این مقاله مسئله 
مکان یابی معکوس 1-مرکز مطلق را روی گراف دور بدون 
وزن را بررسی می کنیم. این مســئله وقتی که مجاز باشیم 
طول یال ها را هم افزایش و هم کاهش دهیم توسط نگوین 
]15[ بررسی شده است و یک الگوریتم با پیچیدگی زمانی 
 n )log( برای آن ارائه شــده اســت، جــایی که  2 nnO
تعداد راس های گراف اســت. در این مقاله مسئله را برای 
حالــتی که فقط مجاز باشیم طول یال هــا را افزایش دهیم 
بررسی می کنیم و در نهایت یک الگوریتم برای حل مسئله 
)log( ارائه می کنیم و الگوریتم  nnO با پیچیدگی زمانی 
پیشــنهادی مقاله مســئله را برای نمونه های داده شده به 
صورت دقیق حل می کند. توجه شود که مسئله مکان یابی 
معکوس 1-مرکز مطلق را روی گراف دور بدون وزن برای 
حالــتی که فقط مجاز باشیم طــول یال ها را افزایش دهیم، 
در گذشــته بررسی نشده است. اینجا مسئله را به تعدادی 
زیرمســئله تبدیل می کنیم به طوری که در هر زیرمســئله 
باید دو مسیر را بررسی کنیم. تعداد زیرمسئله ها از مرتبه 
تعداد راس های گراف دور اســت. در هر زیرمســئله طول 
یال های یک مسیر را باید بــا کمترین هزینه افزایش دهیم 
تا جایی که با طول مسیر دومی برابر شــود. برای افزایش 
طول یال های یک مسیر با کمترین هزینه نیاز داریم یال ها 
را بر حسب نسبت هزینه افزایش هر یال بر طول یال مرتب 
کنیم. برای این که این مرتب ســازی را در هر زیرمســئله 
انجام ندهیم برای یک زیرمسئله یال ها را مرتب می کنیم و 
برای حل زیرمسئله های بعدی با استفاده از فهرست مرتب 
شــده یال های قبلی در یک زمان خطی یال های زیرمسئله 
جدید را مرتب می کنیم. در نهایت با حل همه زیرمســئله ها 
یک الگوریتم ترکیبیاتی برای حل مســئله روی گراف دور 

ارائه می کنیم. 
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3 - تعریف مســئله مکان‌یابی معکوس 1-مرکز 
روی شبکه ها و نمادگذاری

در این بخش مســئله مکان یابی معکوس 1-مرکز روی 
),( را در  EVG = یک شــبکه را معرفی می کنیــم. گراف 
V مجموعه رئــوس گراف و  نظــر بگیرید به طــوری که 
E مجموعه یال های گراف اســت و فرض کنید که هر یال 
 G el)( اســت. یک نقطه روی  ∋Ee دارای طول مثبت 

یک راس گراف یا یک نقطه روی یک یال گراف است. فاصله 
),( نمایش  badl G را بــا  b روی  a و  بیــن دو نقطــه 
 b a و  می‌دهیــم که طول کوتاه تریــن مسیر بین دو نقطه 
G اســت. در اینجا فرض می کنیم مشــتری ها فقط  روی 
مجاز هســتند روی راس های شــبکه قرار بگیرند ولی یک 
مرکز به عنوان ســرویس‌دهنده مجاز اســت روی راس ها 
یا یال های شــبکه قرار داشته باشد. دنبال مرکزی )نقطه‌ای 
روی راس ها یا یال های شبکه( هستیم تا سرویس‌دهنده را 
در آنجا قرار دهیم به طوری که دورترین مشتری )نقطه‌ای 
روی راس ها( کمترین فاصله را تا ســرویس‌دهنده داشته 
باشد. به عنوان مثال در شکل 1 اگر سرویس‌دهنده در راس 
 قرار گیرد فاصله دورترین راس شبکه تا سرویس‌دهنده 
2 اســت و اگر سرویس‌دهنده در راس  قرار گیرد فاصله 

دورترین راس شبکه تا سرویس‌دهنده 3 است.

∋Ee دارای  شکل )1(: یک گراف با 5 راس )درخت( که هر یال 
برچسب  است.

G را  می توانیم مسئله مکان یابی 1-مرکز روی گراف 
به صورت زیر فرمول بندی کنیم:

                             ),(maxmin vpdlVvGp ∈∈
                                                          )1(

Gp را یک 1-مرکز مطلق گوییم اگر و فقط  ∈* نقطــه 
p* یک جواب بهینه برای )1( باشد. اگر 

در مقابل مســئله کلاسیک مکان‌یابی 1-مرکز روی یک 
شبکه، مســئله مکان یابی معکوس 1-مرکز روی یک شبکه 
s یک راس مشــخص شده  را معرفی می کنیم: فرض کنید 
G اســت. هدف این اســت که طــول یال های  روی گراف 
G را با کمترین هزینــه افزایش دهیم به طوری که  گراف 
s یک 1-مرکز مطلق با توجه به طول های جدید در گراف 
el)( را به اندازه  G باشــد. همچنین فرض کنید که اگــر 
+ec)( دارد.  یــک واحد افزایش دهیــم هزینه‌ای برابــر با 
∋Ee یک کران  علاوه بــر این برای افزایش طول هر یال‌ 
elup)( در نظر می‌گیریم. در نتیجه می توانیم مســئله  بالا 
G را به صورت  مکان یــابی معکوس 1-مرکز روی گراف 

زیر بیان کنیم:
el)( را به مقدار جدید  ، طول یال  Ee∈ برای هر یال 
~)( تغییر می‌دهیم به طوری که شــرایط ســه گانه زیر  el

روی دهند:
G با توجه  s یک 1-مرکز مطلق روی گراف  1( راس 

~l باشد، به عبارت دیگر  به طول یال های جدید 

    
),(max),(max ~~ pvdsvd lVvlVv ∈∈

≤
                                                         

2( تابع هزینه 
 
∑
∈

+

Ee
exec )()(

                                                                     

ex)( مقداری اســت که طول  حداقل شــود که در آن
el)( را افزایش می‌دهیم.

3( طول های جدید هر یال بین کران های تعیین شده قرار 
∋Ee داریم می‌گیرند؛ به عبارت دیگر برای هر 

     )()(~0 elel up≤≤                                                              

در نتیجه می‌توانیم مسئله مکان یابی معکوس 1-مرکز 
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G را بــه صــورت زیر به عنــوان یک مدل  روی گــراف 
بهینه سازی فرمول بندی کنیم:

        

Eeelex
Eeexelel

Gppvdsvdts

exec

Vv
l

Vv
l

Ee

∈∀≤≤

∈∀+=

∈∀≤

+

∈∈

∈

+∑

)()(0
)()()(~

),(max),(max..

)()(min

~~

                                          

)()()( حداکثــر مقداری  elelel up −=+ کــه در آن 
el)( می تواند افزایش یابد.  است که 

4 - شرط بهینگی برای مسئله مکان یابی معکوس 
1-مرکز روی گراف دور

یک گراف دور یک مسیر بسته است که هر راس درجه 
),( یک گراف دور  EVC = 2 دارد. در ادامــه فرض کنید 
n راس اســت. به آســانی دیده می شود که اگر دور دو  با 
راس داشته باشد مسئله مکان یابی معکوس 1-مرکز روی 
C جواب ندارد. بنابراین در ادامه مقاله فرض می کنیم  دور 
C را طوری در صفحــه در نظر بگیرید  . دور  3≥n کــه 
C روی محیط یک دایره باشــند. راس های  کــه راس های 
C را در جهت ســاعتگرد شماره گذاری می کنیم به طوری 
Evve بــرای هر  iii ∈= + ),( 1 },,{ و  1 nvvV = کــه 
. بــرای یک یال  Evve nn ∈= ),( 1 }1,,1{ و  −∈ ni 

C به دســت  e از دور  eC)( با حذف یال  ∋Ee مسیر 
n راس اســت.  eC)( یک مسیر با  می آید. توجه کنید که 
1v راس مشخص شده در  بدون کاستن از کلیت فرض کنید 
C را طوری  C است و می خواهیم طول یال های دور  دور 

C باشد.  1v یک 1-مرکز برای گراف  افزایش دهیم که 
),( را در نظر بگیرید. راس  EVC = لم 1. گراف دور 
1v یک نقطه  C اســت اگــر و فقط  1v یــک 1-مرکز برای 

. )(max)( * elel
Ee∈

= )( است به طوری که  *eC وسط 
برهان. اثبات این لم در ]15[ آمده است.

در مسئله مکان یابی معکوس 1-مرکز روی گراف دور 

C را طوری  C هدف این اســت کــه طول یال هــای دور 
 )بدون کاســتن از کلیت( شــرط 

1v افزایش دهیم که راس 
 ),( 1+= iii vve بهینگی لم 1 را داشــته باشد. برای یک یال 
i مسیر 

cP }2,,1{ فــرض کنید  −∈ ni  C که  از دور 
111 باشد. به  ,,,, +− inn vvvv  i مسیر 

ccP ivvv و  ,,, 21 

ie باشد   یکی از رئوس یال 
1v آسانی دیده می شود که اگر 

مسئله یک جواب شدنی ندارد. برای این که شرط بهینگی لم 
ie برقرار شــود باید طول یال های  1v و یال  1 برای راس 
C را طــوری افزایش دهیــم به طوری که با توجه به  دور 
ie دارای بزرگترین طــول بین همه  طــول یال های جدیــد،
)( باشد یا  ieC 1v نقطه وســط  C شــود و  یال های دور 
i برابر شوند. 

ccP i و 
cP به عبارت دیگر طول های دو مسیر 

بنابراین برای حل مسئله مکان یابی معکوس 1-مرکز روی 
C در  ie را هر کدام از یال های دور  C بایــد  گراف دور 
نظر بگیریم و شرط بهینگی لم 1 را در این حالت برقرار  کنیم 
و کمترین هزینه تغییرات طول یال ها را به دست  آوریم. بین 
، حالتی که حداقل هزینه  ie همه حالت های ممکن برای یال 
را دارد جواب مســئله مکان یابی معکــوس 1-مرکز روی 
C است. بنابراین زیرمسئله مکان یابی معکوس  گراف دور 
ie را می توانیم به صورت  C و یــال  1-مرکــز روی دور 

زیر فرمول بندی کنیم.
                                                          

Eeelex
eEeelel

elelts

exec

ii

PEePEe

Ee

ccc

∈∀≤≤

∈∀≤

=

+

∈∈

∈

+

∑∑

∑

)()(0
}{\)(~)(~

)(~)(~..

)()(min

)()(

فرض کنید که 

 ، )()()()( 121 −+++== i
i

c
i
c elelelPll 

)()()()( و 11 +− +++== inn
i

cc
i
cc elelelPll    

i یکی از سه 
ccl i و 

cl . با توجه به مقادیر  )(~max* ell
Ee∈

=

حالت زیر روی می‌دهد.



67

. در ایــن حالت نیازی به تغییر  i
c

i
cc ll = 1( فرض کنید 

i نداریم و فقط کافی است 
ccP i و 

cP طول یال های دو مسیر 
 )(*

iell −  را به اندازه 
ie *)(0 طول یــال  >− iell اگر 

 ) 0)(* ≤− iell افزایــش دهیم، در غیر این صورت )یعنی اگر 
1v یک 1-مرکز  لازم نیســت طول هیچ یالی تغییر کنــد و 

C است.  برای 
. در این حالت باید طول مسیر  i

c
i
cc ll < 2( فــرض کنید 

ie )در صورت نیاز( را به ترتیب به اندازه  i و طول یال 
ccP

( افزایش دهیم.  0)(* >− iell *)( )اگر 
iell − i و 

cc
i
c ll −

در واقع باید مدل برنامه‌ریزی خطی زیر را حل کنیم:

                                                             
    

Eeelex
eEeelel

llelts

execInc

ii

i
cc

i
c

PEe

PEe

i
c

c

c

∈∀≤≤

∈∀≤

−=

+

∈

∈

+

∑

∑

)()(0
}{\)(~)(~

||)(~..

)()(min:

)(

)(

. در این حالت باید طول مسیر  i
c

i
cc ll > 3( فــرض کنید 

ie )در صورت نیاز( را به ترتیب به اندازه  i و طول یال 
cP

( افزایش دهیم.  0)(* >− iell *)( )اگر 
iell − i و 

c
i
cc ll −

در واقع باید مدل برنامه‌ریزی خطی زیر را حل کنیم:

                                                            

Eeelex
eEeelel

llelts

execInc

ii

i
cc

i
c

PEe

PEe

i
cc

cc

cc

∈∀≤≤

∈∀≤

−=

+

∈

∈

+

∑

∑

)()(0
}{\)(~)(~

||)(~..

)()(min:

)(

)(

قبل از آن که الگوریتم خود را برای حل مسئله مکان یابی 
C ارائه کنیم با یک مثال  معکوس 1-مرکز روی گراف دور 
ایده الگوریتم را بیان می کنیم. شکل 2 را ببنید. در شکل 2 یک 
گراف دور با 6 یال داریم و می خواهیم زیرمسئله مکان یابی 
4e را حل کنیم. دیده می‌شود که  معکوس 1-مرکز روی یال 
 ، 1e 64 و   است. بنابراین، باید طول سه یال  =cl

3e را در مجموع به اندازه 6 افزایش دهیم. 2e و 

∋Ee دارای برچسب  شکل )2(. یک گراف دور با 6 یال که هر یال 
 است.

 4e 3e می‌بینیم که  2e و   ، 1e قبل از افزایش طول یال های 
بزرگترین طول را در بین همه یال های گراف دارد. با توجه 
 )()()( 411 elelel <+ + و   )()()( 321 ececec +++ << بــه 
)(1 واحد افزایش می‌دهیم.  1 =+ el 1e را به اندازه  ابتدا طول 
3e را در مجموع به اندازه  2e و  در ادامه باید طول دو یال 
)()( و  32 ecec ++ < 5 افزایــش دهیــم. با توجه بــه اینکه 
2e را به انــدازه 4 واحد افزایش  )(4)( طــول  42 elel ≤+

2e را بیش از 4 واحد  می‌دهیــم. توجه کنید که اگر طــول 
2e بزرگترین طــول را در بین همه  افزایــش دهیم آنــگاه 
4e را نیز  یال هــای گراف خواهد داشــت و در نتیجه طول 
4e 5 واحد  بایــد افزایش دهیم که افزایش هــر واحد طول 
هزینه خواهد داشت. به عبارت دیگر افزایش هر واحد طول 
2e تــا 4 واحد 2 واحد هزینه دارد و افزایش هر واحد طول 

2e بعــد از 4 واحد 7 واحــد هزینه دارد. با توجه به این که 

)()()( و هزینــه افزایش هر واحد طول  433 elelel ≤+ +

3e را 1  3e 3 واحد اســت که کمتر از 7 واحد اســت طول 

واحد افزایش می‌دهیم. بنابراین جواب مسئله افزایش طول 
3e به ترتیب به انــدازه 1، 4 و 1 واحد  2e و   ، 1e یال هــای 
اســت. با توجه به آن چه در بالا گفتیم برای حل زیرمسئله 
ie دو  C و یال  مکان یــابی معکوس 1-مرکــز روی دور 
 e )()( را باید برای هر یال  iecec ++ + +ec)( و  هزینــه 

در نظر بگیریم.
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5. یک الگوریتم برای حل 
در ایــن بخش یک الگوریتم‌ ترکیبیــاتی )الگوریتم 4.1( 
برای حــل دو مدل برنامه‌ریزی خطی  برای 

}2,,1{ ارائه می کنیم.  −∈ ni  هر 
 ، }1,,2{ −∈ nb  کــه  کنیــد  فــرض   .2 لــم 
 ),,( 1 nTTT =  و 
 . ni ,,1= ),(),()( برای هر  iiii ecelelT ++= به طوری کــه 
 21, jjj AAA = ),,( به طوری که  21 kAAA = =−1 و  bk اگر 
و   kj 2,,1= هــر  بــرای   }1,0{2 ∈jA و   },,1{1 kAj ∈

هر  برای   2
1

2 )()()()( 1
1

1 +
++++ ×+≤×+

+
jbAjbA AececAecec

jj

، آنــگاه الگوریتم 4.1 بــا این ورودی ها  12,,1 −= kj 

be حل می کند.  C و یال  i را برای دور 
cInc زیرمسئله 

. در این  )()(*
bb elell ++> برهان. فــرض کنید کــه 

be را به اندازه بیشــترین  صــورت حتی اگــر طول یــال 
 be )( افزایش دهیــم طول جدید  bel + مقــدار ممکن یعنی 
l* کمتر اســت و در نتیجه شــرایط لم 1 برقرار  از مقدار 
نمی شــود و زیرمسئله جواب شــدنی ندارد. همچنین اگر 
capelel زیرمســئله جــواب شــدنی  k <++ ++ )()( 1 

ندارد. در ادامه فرض می کنیم این دو شرط روی نمی‌دهند. 
الگوریتم 4.1 این شرط ها را در خط 1 بررسی می کند.  

 Algorithm ٤٫۱:  
 Input:      

for   for  
where  and  and  

 Output: An optimal solution of the inverse ۱-center location sub-problem on  
1 if  then 
2  return No solution;     
3  
4  
5  
6 for  to  do  
7   
8  if  then { 
9   if  then  
10     
11     
12     } 
13   else if  then { 
14     
15     
16     } 
17   else if  then 
18   return   
19  Else 
20   if  then  
21    
22    
23    } 
24  else if  then { 
25   
26   
27   } 
28  else if  then 
29  return  
30 if  then 
31  return  
32 Else 
33  return No solution;   

 
که  .  2لم   کنید  }2,,1{فرض  −∈ nb   ،)}(,),(max{ 1

*
nelell =  ،|| 11 ++ −= k

c
k
cc llcap    و),,( 1 nTTT =    به

که   ),(),()(طوري  iiii ecelelT هر    =++ niبراي  ,,1=  اگر  .1−= bk    و),,( 21 kAAA =    که طوري  به 
21, jjj AAA =  ،},,1{1 kAj ∈    2}1,0{و ∈jA    هر kjبراي  2,,1=   و
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 be . بــا توجه به لــم 1 ضلع  )(*
bell > فــرض کنید 

C داشــته  باید بزرگترین طول را بین یال های گراف دور 
)( را به اندازه  bel باشــد. بنابراین الگوریتم 4.1 در خط 4 
*)( افزایش می‌دهد و این افزایش هزینه‌ای برابر با 

bell −

))(()( دارد که الگوریتــم 4.1 در خط 3  *
bb ecell +×−

Z ذخیره می کند. توجه کنید که اگر  این هزینه را در متغیر 
 Z *)( روی ندهــد الگوریتم 4.1 در خط 3 متغیر 

bell >

را به صفر مقداردهی می کند. الگوریتم 4.1 در خط 5 متغیر 
C را به صفر مقداردهی می کند که این متغیر نشان می‌دهد 
Ccap ظرفیت  − چقدر از کوله پر شده است و در نتیجه 
خالی کوله است. با استقراء ثابت می کنیم که تا برقرار شدن 
k+1 را 

cP شــرایط لم 1 الگوریتم 4.1 یکی از یال های مسیر 
be )در صورت  انتخــاب می کند و طول آن یال و طول یال 
نیاز( را افزایش می‌دهــد به طوری که این افزایش کمترین 

هزینه را دارد.
1,,12 داریم  −= kj  با توجه به این که بــرای هر 

 2
1

2 )()()()( 1
1

1 +
++++ ×+≤×+

+
jbAjbA AececAecec

jj

1 بررسی 
2kA 1 تا 

1A k+1 با شروع از اندیس 
cP یال های مسیر 

می کنیم همانگونه که الگوریتم یال ها را بررسی می کند. ابتدا 
1 اســت بررسی می کنیم؛ 

1At = یــالی را که دارای اندیس 
i=1 اســت. در اولین تکرار  یعنی وقتی کــه در الگوریم 
. در اولین تکرار حلقه الگوریتم یالی را  02

1 =A حلقه داریم 
بررسی می کند که دارای کمترین هزینه افزایش واحد طول 
)( حداکثر مقداری است  tel+ است. بنابراین در این مرحله 
که می توانیم با آن کوله را پر کنیم. اگر بخواهیم کوله را با 
)( پر کنیم باید دو شــرط را بررسی کنیم. شرط اول  tel+

)( است  tel+ این است که آیا ظرفیت خالی کوله به اندازه 
)( به طول  tel+ و شرط دوم این است که با اضافه کردن 
be بیشــتر نشود.  te از طول یال  ، طول جدید یال  te یال 
در خــط 9 الگوریتم 4.1، این شــرایط را بررسی می کنیم. 
اگر شــرط خط 9 الگوریتم 4.1 روی دهد در خط 10 مقدار 
)( را به کوله و در خــط 11 هزینه این افزایش طول  tel+

)( را به  tel+ Z اضافه می کنیم. در خط 12  را به متغیــر 

صفر مقداردهی می کنیم که نشان می‌دهد الگوریتم در ادامه 
te را افزایش دهد. دیگر نمی تواند طول یال 

فرض کنید شرط خط 9 روی ندهد. بنابراین یا ظرفیت 
)( اســت یا بــا افزایش طول یال  tel+ خالی کوله کمتر از 
 be te از طول یال  )( طول جدیــد یال  tel+ te بــه اندازه 

te برابر با  بیشتر می شود. در نتیجه حداکثر افزایش طول 
)()( اســت. فرض کنید که  tb elel − Ccap یا  − مقدار 
؛ به عبارت دیگر شرط خط 13  Ccapelel tb −<− )()(
te را تا جایی افزایش می‌دهیم  روی دهد. در نتیجه طول یال 
be شود؛ به عبارت دیگر طول  که حداکثر برابر با طول یال 
)()( افزایش می‌دهیم. مقدار  tb elel − te را به اندازه  یال 
)()( را در خــط 14 به ظرفیت کوله و هزینه این  tb elel −

Z اضافه می کنیم. در خط  افزایش را در خط 15 به متغیر 
)( کســر می کنیم که  tel+ )()( را از  tb elel − 16 مقدار 
te را  نشــان می‌دهد الگوریتم در ادامــه می تواند طول یال 
)())()(( افزایش دهد.  tbt elelel −−+ حداکثر به اندازه 
؛ به عبارت دیگر  Ccapelel tb −≥− )()( فرض کنید که 
te را تا جایی  شرط خط 17 روی دهد. در نتیجه طول یال 
افزایش می‌دهیم که ظرفیت کوله پر شــود؛ به عبارت دیگر 
Ccap افزایش می‌دهیم. با پر شدن  − te را به اندازه  یال 
کوله الگوریتم پایان می یابد. در خط 18 الگوریتم، هزینه این 
Z اضافه می کنیم و سپس الگوریتم این  افزایش را به متغیر 
مقدار را برگشت می‌دهد و در نتیجه الگوریتم پایان می یابد. 
با این بررسی پایه اســتقراء ثابت می شود. فرض کنید که 
-ام به کوله مقداری را  i الگوریتــم در حلقه خود تا تکــرار 
اضافه می کند که کمترین هزینه را دارد. در این مرحله تکرار 
 Ccap − -ام حلقه الگوریتم را بررسی می کنیم. اگر  1+i
برابر با صفر باشد؛ یا به عبارت دیگر ظرفیت کوله پر شده 
اســت، آنگاه به آسانی دیده می شود که در ادامه تا انتهای 
 Z اجرای الگوریتم مقدار صفر را به ظرفیت کوله و متغیر 
Ccap مثبت باشد.  − اضافه می کند. در ادامه فرض کنید 
2 می تواند صفر یا یک 

1+iA . در اینجا  1
1+= iAt فرض کنید 

2 صفر باشد اثبات مانند قسمت پایه استقراء 
1+iA باشد. اگر 
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2 یک باشــد. در این حالت 
1+iA خواهــد بود. فرض کنید که 

te مقداری  در یکی از تکرارهای قبــلی الگوریتم طول یال 
)( مقداری را نشــان می‌دهد  tel+ افزایش یافته اســت و 
te اضافه نشــده است و می تواند به  که هنوز به طول یال 
 2

1+iA ظرفیت کوله اضافه شــود. در اینجا؛ یعنی وقتی که 
be برابر هستند و هر  te و  یک اســت، طول جدید دو یال 
te را افزایش دهیم به همان اندازه باید  مقــدار که طول یال 
 te be را نیز افزایش دهیم. برای این که طول یال  طول یال 
را افزایــش دهیم باید مواظب باشیم که این افزایش حداکثر 
)( باشــد. در خط 20  bel+ به اندازه ظرفیت خالی کوله و 
الگوریتم این شرایط را بررسی می کنیم. اگر شرط خط 20 
)( را به کوله و در خط  tel+ روی دهــد در خط 21 مقدار 
 Z be را به متغیر  te و  22 هزینه افزایــش طول یال های 
te را بررسی نخواهیم  اضافــه می کنیم. در ادامه دیگر یال 
)( کســر می کنیم چرا  bel+ )( را از  tel+ کرد. در خط 23 
be اضافــه کرده‌ایم. فرض  کــه این مقــدار را به طول یال 
کنید که شــرط خط 20 روی ندهد؛ بــه عبارت دیگر مقدار 
)( است.  bel+ )( بیشتر از ظرفیت خالی کوله یا مقدار  tel+

 Ccap − te برابر با مقدار  بنابراین حداکثر افزایش طول 
)( است.  bel+ یا 

 )( belCcap +≤− در ادامه دو حالت را وابسته به این که 
)( بــررسی می کنیم. فــرض کنید که  belCcap +>− یــا 
)( روی دهــد. ایــن شــرط در خــط 24  belCcap +>−

الگوریتم بررسی می شــود. در این حالــت می توانیم طول 
)( افزایش دهیــم. در خط 25  bel+ te را به انــدازه  یــال 
)( را به کوله و در خط 26 هزینه افزایش طول  bel+ مقدار 
Z اضافه می کنیم. در ادامه  be را به متغیر  te و  یال هــای 
 )( bel+ te را بررسی نخواهیم کرد. در خط 27  دیگــر یال 
را به صفر مقداردهی می کنیم چرا که این مقدار را به طول 

)( belCcap +≤−  اضافه کرده‌ایم. فرض کنید که 
be یال 

. در این حالت شــرط خط 28 الگوریتم روی می‌دهد. با پر 
 کوله پر می شود و 

te Ccap با یال  − کردن کوله به اندازه 
شرایط لم 1 برقرار می شود. در این حالت الگوریتم در خط 

Z اضافه می کند و  29 هزینــه این افزایش یال را به متغیر 
با برگشت دادن این مقدار به اجرای الگوریتم پایان می‌دهد. 
Ccap روی دهد  = بعــد از پایان یافتن حلقه الگوریتم اگر 
Z است و با برگشت دادن این مقدار اجرای  هزینه مسئله 
الگوریتم پایان می یابد؛ در غیر این صورت مســئله جواب 
شــدنی ندارد. این اثبات لم را کامل می کند. به طور مشابه 

می توانیم لم زیر را ثابت کنیم.
 ، }1,,2{ −∈ nb  کــه  کنیــد  فــرض   .3 لــم 
و   
),(),()( برای  iiii ecelelT ++= ),,(  به طوری که  1 nTTT =

 ),,( 21 kAAA = bnk و  −= . اگر  ni ,,1= هــر 
 },,1{1 nkAj +∈  ، 21, jjj AAA = به طــوری کــه 
و   kj 2,,1= هــر  بــرای   }1,0{2 ∈jA و 
2 بــرای 

1
2 )()()()( 1

1
1 +

++++ ×+≤×+
+

jbAjbA AececAecec
jj

، آنگاه الگوریتم 4.1 با این ورودی ها  12,,1 −= kj  هر 
be حل می کند.  C و یال  زیرمسئله  را برای دور 

6. یک الگوریتم برای حل مسئله 
در ایــن بخش یک الگوریتــم کارآ )الگوریتم 5.1( برای 
 C حل مســئله مکان یــابی معکوس 1-مرکــز روی دور 
C با  پیشــنهاد می کنیم. الگوریتم 5.1 برای هــر یال دور 
توجه زیرمسئله‌ مربوطه را با استفاده از الگوریتم 4.1 حل 
می کند. بعد از بررسی همه یال ها زیرمسئله‌‌ای که کمترین 

هزینه را دارد جواب مسئله‌ را به ما می‌دهد. 
توجه کنید کــه در بخش قبل الگوریتــم 4.1 برای حل 
C و یال  زیرمسئله مکان یابی معکوس 1-مرکز روی دور 
ke ارائه شــد. همانگونه که در الگوریتم 5.1 دیده می شود 

=−1 الگوریتم زیرمســئله مکان یابی  ni i=2 تا  برای 
ie را حل می کند  C و یــال  معکــوس 1-مرکز روی دور 
iZ ذخیره می کند و  و مقدار هزینه زیرمســئله را در متغیر 
}2,,1{ کوچکترین مقدار  −∈ ni  بعــد از بررسی همه 
 c

iInc iZ را به عنــوان جواب برمی گردانــد. جواب بهینه 
cc را با اســتفاده از الگوریتم 4.1 محاسبه می کنیم. 

iInc و 
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دیده می شود که اگر ورودی های الگوریتم 4.1 آماده باشند 
nO)( است.   زمان اجرای الگوریتم 4.1 

قضیــه 4. الگوریتــم 5.1 مســئله مکان یــابی معکوس 
)( حل می کند. 2nO C را در زمان  1-مرکز روی دور 

برهان. فرض کنید که  
 )(),(),( iiii ecelelT ++= ),,( به طوری که  1 nTTT = و 
 2=i . نشــان می‌دهیم بــرای  ni ,,1= بــرای هــر 
الگوریتم زیرمسئله مکان یابی معکوس 1-مرکز روی دور 

2 و  
cP 2e را حل می کنــد. یال هــای دو مسیر  C و یــال 

2 فقط یک یال دارد. فرض 
cP را در نظــر بگیرید. البته 

. قبل از حلقه تکــرار الگوریتم 5.1، مقادیر  2=b کنیــد که 
+ec)( را بــرای یال های مسیر  به صورت غیرنزولی 

مرتــب می کنیــم و اندیس یال هــا را به ترتیــب در دنباله 
 قرار می‌دهیم. )مقدار صفر 
+ec)( برای  در مولفه دوم نشان می‌دهد که مولفه اول مقدار 
 )log( nnO e مسیر  است.( این کار در زمان  یک یال 

  
 Algorithm ٥٫۱:  
 Input:  .and  with  A cycle graph  
 Output: center location problem on -۱An optimal solution of the inverse  
1  
2  
3 

 
4  
5  
6  
7  
8 .and  such that   
9  

10 and  , such that  
. 

11  
12  
13 do {  to  for 
14  then  if 
15   then  if 
16     
17   Else 
18   return ۰; 
19  then  else if 
20    
21   Else 
22   
23   
24   
25   
26  to  and  to  Add  
27  to form  and  Merge  
28  to  and  from  Remove  
29  } to form  and  Merge  
30 return  

ارائه شد.    keو یال    Cمرکز روي دور  -1یابی معکوس  براي حل زیرمسئله مکان  4.1توجه کنید که در بخش قبل الگوریتم  
=−1تا    i=2شود براي  دیده می   5.1همانگونه که در الگوریتم   ni  مرکز روي -1یابی معکوس  الگوریتم زیرمسئله مکان

یال    Cدور   می   ieو  حل  متغیر  را  در  را  زیرمسئله  هزینه  مقدار  و  می   iZکند  همه  ذخیره  بررسی  از  بعد  و  کند 
}1,,2{ −∈ ni     مقدار برمی  iZکوچکترین  جواب  عنوان  به  بهینه  را  جواب  cگرداند. 

iInc    وcc
iInc    از استفاده  با  را 

 nO)(  4.1آماده باشند زمان اجراي الگوریتم    4.1هاي الگوریتم  شود که اگر ورودي کنیم. دیده میمحاسبه می   4.1الگوریتم  
 است.  
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 },,3{,, 21 nn  ∈−αα قابل انجام اســت. در واقع داریم 
. واضح اســت که  )()(

21 −

++ ≤≤
n

ecec αα  به طوری کــه 
. فــرض کنیــد کــه  )()()()(

21 bb ecececec
n

++++ +≤≤+
−αα 

. )مقدار یــک در مولفه دوم 
)()( برای  becec ++ + نشــان می‌دهد که مولفه اول مقدار 
nO)( قابل  e مسیر  اســت.( این کار در زمان  یک یال 
انجام است. سپس دو دنباله  را با توجه به مولفه 
اول‌ آنها به ترتیب غیرنزولی با هم ادغام می کنیم و در دنباله 
nO)( قابل انجام  جدید  قرار می‌دهیم.  این کار در زمان 
است. در واقع داریم  
1,,2)2(1 داریم  −−= nj  به طــوری کــه بــرای هــر 
بــرای  و  1)()()()(

1 +
+

′
++

′
+ ′×+≤′×+

+ jbjb ecececec
jj

ββ αα

. همچنیــن برای  }1,0{∈′jβ 1,,2)2( داریــم  −= nj  هــر 
 )1,1(=′cB  ، )0,1(=cB 2 ســه دنباله 

cP یال هــای مسیر 
cA=)1,1,0,1( را در نظــر بگیریــد. این کار در زمان  و 
O)1( قابل انجام است. بنابراین زمان اجرای این دستورات 

)log( اســت. تمــام دنباله های بالا را با اســتفاده از  nnO

لیست پیوندی پیاده سازی می کنیم. 
اگــر   آنگاه بــا توجه به لم 3 برای محاســبه 
 2=b جــواب بهینه  الگوریتــم 4.1 را با ورودی های 
Ml فراخوانی  =* T،  و   ، 2−= nk
می کنیم و در غیر این صورت )اگر  ( آنگاه با توجه 
2 الگوریتم 4.1 را با 

cInc به لم 2 برای محاسبه جواب بهینه 
 || ccc llcap −=  ، cAA =  ،T  ، 1=k  ، 2=b ورودی های 

Ml فراخوانی می کنیم.  =* و 
n−2 مقداردهی  i با شــروع از 2 تا  ســپس متغییر 

. در 1+= ib می شــود. در این حالــت داریم 
b,0 را جستجو و سپس حذف می کنیم و عنصر  عنصر 
′cB اضافــه می کنیم. توجه کنید مرتب  cB و  i,0 را به 
بودن لیست ها باید حفظ شود. با توجه به مرتب بودن این 
nO)( قابل انجام اســت. سپس  دنباله ها، این کار در زمان 
عناصر دو دنباله  را به ترتیب غیرنزولی ادغام 
می کنیــم و در دنبالــه  قرار می‌دهیم. به طور مشــابه 

′cB را به ترتیب غیرنزولی ادغام  cB و  عناصــر دو دنباله 
cA قرار می‌دهیــم. این کار در زمان  می کنیــم و در دنباله 

nO)( قابل انجام است.

اگر  آنگاه با توجه به لم 3 برای محاسبه جواب 
 bnk −=  ،b بهینه  الگوریتم 4.1 را با ورودی های 
فراخــوانی   Ml =* و   || ccc llcap −=  ،  ،T
( آنگاه با توجه  می کنیم و در غیر این صورت )اگر 
3 الگوریتم 4.1 را با 

cInc به لم 2 برای محاسبه جواب بهینه 
 || ccc llcap −=  ، cAA =  ،T  ، bk =  ،b ورودی هــای 
Ml فراخــوانی می کنیم. ایــن اثبات قضیه را کامل  =* و 

می‌کند.

7. نتیجه گیری و کار بیشتر
در ایــن مقالــه به بررسی مســئله معکــوس 1-مرکز 
مطلق روی یک شــبکه دور پرداختیم. در مســئله معکوس 
مکان یــابی 1-مرکز مطلق روی یک گــراف دور یک راس 
در گراف مشــخص شده اســت و هدف این است تا طول 
یال های گــراف دور را افزایش دهیم به طوری که با انجام 
کمترین هزینه راس مشخص شــده با طول یال های جدید 
یک 1-مرکز مطلق گراف دور باشــد. در این مقاله یک مدل 
برنامه‌ریزی به صورت بهینه سازی برای مسئله ارائه دادیم 
و برای حل این مدل برنامه‌ریزی بهینه سازی تعدادی مدل 
برنامه‌ریزی خطی با تعداد قیود کمتر پیشنهاد دادیم. برای 
حل مدل های برنامه‌ریزی خطی با قیود کمتر یک الگوریتم 
کوله پشــتی کســری طراحی کردیم. در نهایت با استفاده 
از الگوریتم کوله پشــتی کسری پیشــنهادی یک الگوریتم 
ترکیبیاتی از مرتبه مربعی بر حســب تعداد راس های دور 
برای حل مسئله پیشنهاد دادیم. در ادامه پیشنهادهایی برای 
کار بیشــتر ارائه می شود. کاهش زمان اجرای الگوریتم و 
طراحی یک الگوریتم برای مســئله با مرتبه زمانی کمتر از 
مربعی پیشنهاد می شود. همچنین بررسی این مسئله مطرح 
شــده در مقاله برای گراف هایی که خواصی شــبیه گراف 
دور )گراف های تک‌دور( دارند پیشنهاد می شوند. همچنین 
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آیــا می توان روش حل این مقاله را برای حالتی از مســئله 
معکوس 1-مرکز روی یک شــبکه دور که مجاز به کاهش 
طول یال ها هســتیم نیز به کار ببریم و بتوان زمان اجرای 

الگوریتم نگوین ]15[ را کاهش داد.

مراجع
[1] Daskin, M. (1997). Network and discrete location: Mod-
eles, algorithms and applications. Wiley, New York.
[2] Drezner, Z., Hamacher, H. W. (Eds.). (2001). Facility loca-
tion: applications and theory. Springer Science and Business 
Media.
[3] Nazari, M., Fathali, J., Nazari, M., Varedi Koulaei, S.M. 
(2018). Inverse of Backup 2-Median Problems with Variable 
Edge Lengths and Vertex Weight on Trees and Variable Coor-
dinates on the Plane. Production and Operations Management. 
9(2), 115-137.
[4] Galavii, M. (2010). The inverse 1-median problem on a tree 
and on a path, Electron. Notes Discrete Math. 36, 1241-1248.
[5] Guan, X., & Zhang, B. (2011). Inverse 1-median problem 
on trees under weighted Hamming distance, J. Glob. Opt. 54, 
75-82.
[6] Pham, V.H., & Nguyen, K.T. (2019). Inverse 1-median 
problem on trees under mixed rectilinear and Chebyshev 
norms, Theoret. Comput. Sci. 795, 119-127.
[7] Burkard, R.E., Pleschiutschnig, C., & Zhang, J.Z. (2008). 
The inverse 1-median problem on a cycle, Discrete Optim. 5, 
242-253.
[8] Nguyen, K.T. (2016). Inverse 1-median problem on block 
graphs with variable vertex weights, J. Optim. Theory Appl. 
168, 944-957.
[9] Nazari, M., & Fathali, J. (2023). Inverse and reverse 2-fa-
cility location problems with equality measures on a network. 
Iranian Journal of Mathematical Sciences and Informatics. 
18(1), 211-225.
[10] Nguyen-Thu, H., Nguyen, K. T., & Nguyen T.T. (2024). 
The max-sum inverse median location problem on trees with 
budget constraint, Applied Mathematics and Computation. 
128296
[11] Cai, M.C., Yang, X.G., & Zhang, J.Z. (1999). The com-
plexity analysis of the inverse center location problem, J. Glob. 
Optim. 15, 213-218.
[12] Alizadeh, B., Burkard, R.E., & Pferschy, U. (2009). In-
verse 1-center location problems with edge length augmenta-
tion on trees, Computing. 86, 331-343.
[13] Alizadeh, B., & Burkard, R.E. (2011). Combinatorial 
algorithms for inverse absolute and vertex 1-center location 
problems on trees, Networks. 58, 190-200.
[14] Hasanzadeh, M., Alizadeh, B., & Baroughi, F. (2024). Op-
timal algorithms for inverse obnoxious center location prob-
lems under the weighted Chebyshev and Hamming cost norms 
on networks, Optimization 73(3), 545-574.
[15] Nguyen, K. T. (2019). The inverse 1-center problem on 

cycles with variable edge lengths, Central European Journal of 
Operations Research. 27, 263-274.

معکوس مسئله مکان یابی 1-مرکز روی گراف دور ... / ابوالفضل پورعیدی و جعفر فتحعلی




