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چکیده
قضیة برهان های وارسی پذیر احتمالی، که به اختصار 
آن را پی‌سی‌پی می نامیــم، به‌منظور اثبات نتایج مربوط به 
عدم تقریب پذیری معرفی شده است. نظام مزبور تعریفی نو 
از رده های پیچیدگی، اعم از P و NP، ارائه نموده و ابزاری 
قدرتمند جهت واکاوی پرســش های بنیادین و حل نشــده‌ 
نظریة پیچیدگی محاسباتی فراهم آورده است. مقاله‌ حاضر 
ابتدا ســاختار نظام پی‌سی‌پی را بررسی و معرفی می کند 
و ســپس، عدم تقریب پذیری الگوریتم ها را به عنوان یکی از 
نتایج اصلی قضیــة پی‌سی‌پی تبیین می نماید. در این میان، 
»اوراکل« یــکی از اصطلاحات کلیــدی در حوزة تحقیقاتی 
پی‌سی‌پی‌ اســت که در اســتدلال های عــدم تقریب پذیری 
کاربرد دارد. اگرچه اوراکل در نظریة محاســبات کلاسیک 
به مثابة جعبه‌سیاهی با توانایی حل مســائل رایانش ناپذیر 
تلقی می شــود، اما در چارچوب پی‌سی‌پی، این واژه صرفا 
بیانگر دســترسی تصادفی و آنی به بیت های رشتة برهان 
اســت. قضیة پی‌سی‌پی بر پایه‌ همین دسترسی کارآمد و 
مبتنی بر احتمالات اســتوار اســت. پژوهش حاضر نشان 

می‌دهد کاربرد مفهوم اوراکل در حوزة پی‌سی‌پی، تمایزی 
ماهیتی با ماشین های تورینگ مجهز به اوراکل دارد. به طور 
خلاصــه، اوراکل در پی‌سی‌پی نه عملیات محاســبه ناپذیر، 
بلکه مدلی انتزاعی از دســترسی به حافظه اســت؛ حال آن 
که در مدل های فرارایانشی، دلالت بر توانایی های فراتر از 
ماشین تورینگ دارد. بنابراین، خلط این دو مفهوم می تواند 
اعتبار اثبات های عدم تقریب پذیری را به اشــتباه مخدوش 

سازد. 
کلیــدواژه هــا: نظریــه پیچیــدگی، نظــام برهان های 
وارسی پذیر احتمالی، NP=P ،PCP، اوراکل، تقریب ناپذیری 

مسائل سخت.

۱- مقدمه
ارزیابی دشــواری حل مســائل و تبییــن روابط میان 
آنها، هســته‌ی اصلی نظریة پیچیدگی محاسباتی را تشکیل 
می‌دهد. پیچیدگی هر مسئله‌ بر اساس منابع مجانبی مورد 
نیــاز جهت حــل آن، نظیر زمان اجــرا و حافظه، تعریف و 
ســنجیده می شود. از جمله قضایای بنیادین در این حوزه، 
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قضیــة کوک-لوین1 اســت ]۱[ کــه رهیافتی بــرای اثبات 
هم‌ارزی ســختی مســائل ارائه می‌دهد. تبیین رابطة میان 
ردة پیچیدگی NP )ردة مســائلی که راه حل آنها به آسانی 
ســنجیده نمی شــود( و ردة P )ردة مسائلی که راه حل آنها 
به آسانی یافت می شود(، از مباحث چالش برانگیز این حوزه 
به شــمار می‌رود. به بیان دقیق تر، مســائل ردة P مسائلی 
هســتند که یافتن راه حل آنها در ماشین تورینگ معین در 
زمان چندجمله‌ای قابل دســتیابی است، و ردة NP مسائلی 
هستند که یافتن راه حل آنها در ماشین تورینگ نامعین در 

زمان چندجمله‌ای قابل ]۱[.
هدف اصلی و پرســش محوری این پژوهش، بررسی 
دقیــق جایــگاه مفهــوم »اوراکل« در اثبات هــای مبتنی بر 
پی‌سی‌پی و رفع ابهاماتی اســت که ممکن است از اشتراک 
لفظی با اوراکل های کلاسیک ناشی شود. در نظریة پیچیدگی 
محاســباتی، اوراکل مفهومی انتزاعی اســت کــه به عنوان 
»جعبه‌سیاه« مدل ســازی می شود و قادر است مجموعه‌ای 
از مســائل تصمیم را در یک گام محاسباتی بدون صرف 

هزینة زمانی یا فضایی پاسخ دهد.
مسئلة نابرابری یا برابری P و NP چندین دهه است که 
ذهن پژوهشــگران علوم رایانه‌ نظری را به خود معطوف 
داشته و به عنوان یکی از مهمترین پرسش های باز ریاضیات 

شناخته می شود]۲[.
جهت پاسخگویی به این مسئله، بُُن‌انگاره های گوناگونی 
پیشــنهاد شده است. یکی از نخســتین رویکردها، استفاده 
از »نسبی ســازی2« بود که بیکر، گیل و سولووی در سال 
۱۳۵۴ نشــان دادند این روش برای اثبات یا رد برابری P و 
NP ناکارآمد اســت]۲[. از دیگر بُُن‌انگاره های مطرح در این 

زمینه، می توان به پیچیدگی مداری3 اشاره نمود ]۱[.
در اواخر دهه‌ شــصت شــمسی، مفهــوم نوینی تحت 
عنــوان »برهان های وارسی پذیــر احتمــالی« )پی‌سی‌پی( 
به عنوان رویکردی جدیدی جهت بررسی مسئلة P در برابر 
NP در نظریة پیچیدگی محاسباتی معرفی گردید ]۱[. بنیان 

1-Cook-Levin
2-Relativization
3-Circuit Complexity

نظری پی‌سی‌پی بر این اصل استوار است که با بهره‌گیری 
از بیت هــای تصادفی و وارسی بخــش بسیار کوچکی از 
برهــان طولانی، می توان با ضریب اطمینان بالایی نســبت 
به صحت راه حل اطمینان حاصل کرد. این مفهوم منجر به 
تدوین »قضیة پی‌سی‌پی« شده است که علاوه بر بازتعریف 
رده های پیچیدگی، در اثبات عدم وجود الگوریتم های تقریبی 

کارآمد برای مسائل NP نیز کاربرد اساسی دارد ]۱[.
تمایز محاســبات احتمالاتی و تصــادفی: پیش از ورود 

به مباحث اصلی، ضروری اســت تمایز میــان دو مفهوم 
محاســبات احتمالاتی4 و تصــادفی5 تبیین گــردد. در این 
نوشــتار، منظور از الگوریتم های تصادفی، الگوریتم هایی 
نظیــر رده های BPP یا RP هســتند که در طول فرایند اجرا 
از بیت های تصــادفی جهت تصمیم‌گیری بهره می برند. در 
مقابل، در نظام پی‌سی‌پی، واژه‌ احتمالاتی عمدتاًً به ماهیت 
فرایند »وارسی« ارجاع دارد. فرایندی که در آن برهان سنج 
با مشــاهده‌ بخش محدودی از برهــان و با اتکا به اصول 
احتمالات، حکمی کلی در باب صحت برهان صادر می نماید

ســاختار مقاله: این نوشتار به معرفی مبانی، مقدمات و 

پیامدهای قضیة پی‌سی‌پی می پردازد. ساختار مقاله به شرح 
ذیل سازمان‌دهی شده است. فصل ۲ به بررسی برهان های 
رایانشی کلاسیک و محدودیت هــای ذاتی آنها اختصاص 
دارد. در فصل ۳ ضمن تعریف پی‌سی‌پی، تمایز برهان های 
ایــن نظام با رویکــرد کلاسیک و قدرت نــاشی از ماهیت 
احتمالاتی آن تشــریح می گردد. فصل ۴ راهکارهای بهبود 
ویژگی صحت و رابطة میان پیچیدگی پرس‌وجو و شکاف 
مــورد بحث قرار می‌گیرد. در فصــل ۵ قضیة پی‌سی‌پی و 
دلالت هــای آن بر دشــواری یافتــن الگوریتم های تقریبی 
واکاوی می شــود. در فصل ۶ مــروری اجمالی بر مفهوم 
اوراکل و جایگاه آن در نظریة محاسبات ارائه می گردد. در 
فصل ۷ به تحلیل ابهامات ناشی از کاربرد اصطلاح اوراکل 
در تعریف برهان سنج نظام پی‌سی‌پی پرداخته خواهد شد. 
شایان ذکر است، پیش فرض این نوشتار آشنایی خواننده با 

4-Probabilistic
5-Randomized
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مفاهیم مقدماتی پیچیدگی رایانشی، از جمله مسائل تصمیم، 
ماشین های تورینگ معین و نامعین، و مسئلة صدق پذیری 

)از جمله صدق-6۳( است.

۲- برهان رایانشی کلاسیک در نظریة پیچیدگی 
رایانشی

محققان همواره در تلاش برای تعیین کوچک ترین ردة 
پیچیدگی ممکن برای هر مســئلة تصمیم و اثبات تعلق آن 
مســئله به ردة مذکور هســتند. این اثبات ها ماهیتاًً از نوع 
»اثبات رایانشی« محسوب می شوند. به عنوان نمونه، اثبات 
تعلق مســئلة صدق-۳ بــه ردة NP از دو طریق امکان پذیر 
است که هر دو بر پایة اصول اثبات های رایانشی استوارند

در روش نخســت، بــا بهره‌گیــری از ماشین تورینگ 
نامعینْْ تلاش می شود تا در شاخه های محاسباتی مختلف، 
تخصیص هــای گوناگون به متغیرهای بــولی تعلق گیرد. 
چنانچــه در یکی از شــاخه ها تخصیصی یافت شــود که 
منجر به صدق‌ نمونة مسئله گردد، پاسخ مثبت بازگردانده 
می شود. قابل اثبات است که تعداد مراحل مورد نیاز جهت 
رایانــش برهان با چنیــن ماشینی، تابعی خــطی از تعداد 
( است. لذا پیچیدگی  ( و تعداد بندهای مســئله ) متغیرها )
( بوده و مسئله به  زمانی از مرتبة چندجمله‌ای )

ردة NP تعلق دارد.
روش دوم، مبتنی بر اســتفاده از ماشین تورینگ معین 
اســت. در این رویکرد، برای هر نمونه از مسئلة صدق-۳، 
یک »گواه7«‌ ارائه می شــود. اعتبارسنجی پاسخ پیشنهادی 
( و تعداد  نیازمنــد زمانی متناســب با تعــداد متغیرهــا )
(. بنابرایــن، ماشین تورینگ  ( اســت ) جملات )
معین قادر اســت در تعداد گام های مذکور، صحت راه حل 
)گواه( را بررسی نماید. این روش نیز مؤید عضویت مسئله 
در ردة NP اســت. شــایان ذکر اســت که در این رویکرد، 
گواهی از پیش مشخص بوده و صرفاًً صحت آن در زمان 

چندجمله‌ای ارزیابی می شود.
ایــن الگــوی اثبــات در رده‌ای تحت عنــوان »برهان 
6-3-SAT
7-Witness

تعاملی8« تعمیم می یابد. در این ســاختار، »برهان ســاز9« 
با قدرت محاســباتی نامحدود می کوشــد تا گواهی دال بر 
درســتی نمونه را بیابد. سپس، این گواه به »برهان سنج10« 
با قدرت محاسباتی محدود ارائه می شود. هدف برهان ساز، 
متقاعد ســاختن برهان سنج نســبت به صحت گواه است، 
حتی اگر برهان وی عمداًً یا سهواًً نادرست باشد. در مقابل، 
برهان سنج با بهره‌گیری از منابع محدود خود، به ارزیابی 
گواه می پــردازد. چنانچه برهان‌ســنج به صورت قطعی و 
معین عمل نماید، این رده معادل NP خواهد بود ]۳[. اما در 
صورتی که برهان سنج از عنصر تصادف بهره جوید، ردة 
پیچیدگی IP شــکل می‌گیرد که از توان محاســباتی بسیار 
بالایی برخوردار بوده و بــا ردة PSPACE برابری می کند 
]۳[. در غیــاب ماهیت احتمالاتی در عملکرد برهان‌ســنج، 
برهان ســاز فریبکار قادر خواهد بود پاسخی طراحی کند 
که برهان سنج را گمراه سازد. به بیان دیگر، اگر برهان سنج 
معین باشــد و از تصادف )مدل‌سازی شده با پرتاب سکه( 
استفاده نکند، برهان ســاز می تواند با تحلیل تمامی حالات 
ممکن، پاســخی ارائه دهد که به تأیید نادرست منجر شود. 
بدین منظور، دو مفهوم بنیادین زیر تعریف می شوند ]۱، ۳[

تمامیت11: ایــن ویژگی تضمیــن می‌کند اگــر گزاره‌ای ● 

واقعا صحیح باشــد )مثلا معادله بولی صدق‌پذیر باشــد(، 
برهان‌ســاز صادق می‌تواند برهان‌ســنج را با احتمال بالا 

)معمولا ۱( قانع کند تا آن را بپذیرد.
صحــت12: ایــن ویژگی تضمیــن می‌کند اگر گــزاره‌ای ● 

نادرســت باشد )مثلا معادله بولی صدق ناپذیر باشد(، هیچ 
برهان ســازی )حتی فریبکار با قدرت نامحدود( نمی تواند 
برهان سنج را با احتمالی بیش از حد خطای مشخص )مثلا 

( قانع کند تا آن را بپذیرد.

۳- نظــام برهان هــای وارسی پذیــر احتمالی 
)پی سی پی(

در ادامه، جهت تبیین سازوکار پی‌سی‌پی، مسئلة صدق-
8-Interactive Proof
9-Prover
10-Verifier
11-Completeness
12-Soundness
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۳ بررسی می شــود. در مســئلة صدق-۳، نادرست بودن 
تخصیص پیشــنهادی بدین معناســت که دست کم یکی از 
بندها صادق نشده و در نتیجه کل معادله فاقد اعتبار است. 
بنابراین، برای رد ادعا، کافی اســت برهان سنج تنها همان 
بند ناقض را شناسایی نماید. به بیان دیگر، تنها به بررسی 
ســه بیت از برهان نیاز است. چالش اصلی در اینجا، یافتن 
روشی کارآمد برای دسترسی به این بیت های خاص )برای 
گزارش صدق پذیر نبودن معادله( است. نظام پی‌سی‌پی در 
این موقعیت وارد صحنه می شود. اگرچه پی‌سی‌پی ابتدا با 
اهدافی در حوزة رمزنگاری و پیچیدگی محاسباتی معرفی 
شــد ]۴[، اما به ســرعت کارآمدی خــود را در برهان هایی 
مشابه مثال فوق نشــان داد. برخلاف سیستم های برهان 
تعاملی متعارف که مبتنی بر تبادل پیام میان برهان ساز و 
برهان سنج هستند، در نظام پی‌سی‌پی، برهان ساز کل برهان 
را به صورت یکجا در اختیار برهان ســنج قرار می‌دهد. در 
این نظــام، برهان ها در قالبی خاص که دارای »افزونگی13« 

است تدوین شده و با نماد  نمایش داده می شوند ]۵[.
مثال 1.3. معادله حل ناپذیر صدق-3 زیر را با ۳ متغیر و 

۳ بند در نظر می‌گیریم:

در اثبات کلاسیک، برهان رشــتة  اســت که 
مقادیر متغیرها را نشان می‌دهد. برهان سنج کلاسیک ناگزیر 
اســت تمام بندها را بررسی کند. اما در نظــام پی‌سی‌پی، 
برهان  دارای ســاختاری با افزونگی با جداکننده های # 

است که در جدول زیر تشریح شده است:

شرح بخش های برهانِِ 

بخش های برهان )
توضیحاتمحتوا )بیت((

(111بخش اول مقداردهی متغیرها )
مقداردهی بند اول به ازای متغیرها110بخش دوم
مقداردهی بند دوم به ازای متغیرها011بخش سوم

مقداردهی بند سوم به ازای متغیرها101بخش چهارم

13-Redundancy

برهان ســنج پی‌سی‌پی قابلیت دسترسی آنی به تمامی 
بیت های برهان را داراســت ]۱[. تعاریف رســمی برهان و 

برهان سنج در این نظام به شرح زیر است:
تعریف 3. 1. )برهان در نظام پی‌سی‌پی(: رشته‌ای دودویی 

به طول  بیت اســت که با نماد  نشــان داده می شود. از 
آنجا که برهان سنج دسترسی آنی به هر بیت دارد، برهان 

به عنوان تابع  مدل سازی می شود.
تعریف 3. 2. )برهان‌سنج در نظام پی‌سی‌پی(: الگوریتمی 

احتمالی اســت که با دریافت رشــتة  و انتخاب 
، پرس‌وجوهای آنی14 را بر روی  رشتة تصادفی 
برهان انجام داده و بر اساس آن، به صورت احتمالاتی حکم 

به پذیرش یا رد می‌دهد.
در نظــام پی‌سی‌پی دو نوع برهان ســنج »تطبیقی15« و 
»غیرتطبیقی16« قابل تصور اســت. در نوع تطبیقی، انتخاب 
بیت های بعــدی جهت پرس‌وجو وابســته به پاســخ های 
دریافتی پیشین است. حال آن که در نوع غیرتطبیقی، تمامی 
مکان هــای موردنظر برای پرس‌وجو در ابتدای امر، صرفا 

بر اساس ورودی تصادفی تعیین می گردند ]۵[.

1-3- اهمیت ماهیت احتمالاتی

برهان ســنجی پی‌سی‌پی صرفــا بــا خوانــدن تعــداد 
محــدودی از بیت هــای برهان در خصــوص صحت آن 
تصمیم‌گیری می کند. چنانچه عملکرد برهان ســنج قطعی17 
باشد، برهان ساز فریبکار می تواند با تحلیل پیشاپیش رفتار 
برهان ســنج، برهانی ســاختگی ایجاد کند تا دقیقا در نقاط 
مورد بررسی، صحیح باشــند. از آنجا که پیچیدگی زمانی 
این جســت‌و جو  اســت و برهان ســاز دارای توان 
نامحدود فرض می شود، این امر امکان پذیر است. بنابراین، 
عنصر تصادف در انتخــاب پرس‌وجوها نقشی حیاتی ایفا 
می کنــد. به بیــان دیگر، فرایندهای قطعی مزیــتی فراتر از 
نظام اثبــات رایانشی NP ایجاد نمی کننــد. تصادفی بودن 
برهان ســنج موجب پیش‌بینی ناپذیری آن شده و در نتیجه، 

امکان فریب سیستم را از برهان ساز سلب می کند.
14-Random Access
15-Adaptive
16-Non-adaptive
17-Deterministic
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2-3- تعاریف بنیادین

در این بخش، مفاهیم کلیــدی پی‌سی‌پی نظیر پیچیدگی 
پرس‌وجو، پیچیدگی تصادفی و شکاف بر اساس مرجع ]۴[ 

تعریف می شوند.
تعریف 3-3. )پیچیــدگی پرس‌وجو18(: تابع  

اســت. برای ورودی به طول  بیت، برهان ســنج حداکثر 
 »پرس‌وجوی آنی« انجام می‌دهد. این پارامتر بیانگر 
تعداد بیت هایی از برهان است که جهت اعتبارسنجی خوانده 

می شوند.
تعریــف 3-4. )پیچیدگی تصــادفی19(: تابع  

اســت که حداکثر تعداد بیت های تصادفی )سکه( موردنیاز 
برهان ســنج برای ورودی به طول  بیت را تعیین می کند. 
( مسیر اجرا و نقاط هدف پرس‌وجو  این رشتة تصادفی )

را مشخص می سازد.
تعریف 3-5. )شکاف20(: این مفهوم کمّّیتی برای سنجش 

توانایی تفکیــک برهان ســنج میان گزاره هــای صحیح و 
ناصحیح است و به صورت  تعریف می شود. 
در این تعریــف،  احتمال پذیرش گزارة درســت )که در 
اینجا ۱ فرض می شــود( و  حداکثر احتمال پذیرش گزارة 
. هر چه مقدار شکاف  نادرست است. بنابراین 

بزرگ تر باشد، احتمال خطای  کمتر است.
-ام در رشتة  تعریف 3-6. )مکان مرتبط21(: به مکان بیت 

برهان که طی فرایند بررسی مورد پرس‌وجو قرار می‌گیرد، 
مکان مرتبط اطلاق می شود.

تعریف 3-7. )طول مؤثر برهان22(: کوچکترین کران بالا 

برای تعداد بیت های مرتبط برهان به ازای ورودی  است. 
ایــن پارامتر حداقل اطلاعات واقعــا موردنیاز از برهان را 

می سنجد و دارای کران بالای  است.

۳-۳- ردة پیچیدگی پی سی پی

(: مجموعــه  تعریــف 3-8.  )ردة پیچیــدگی 

زبان هایی اســت که بــرای آنها برهان ســنج پی‌سی‌پی‌ با 
18-Query Complexity
19-Randomness Complexity
20-Gap
21-Relevant Location
22-Effective Proof Length

پیچیــدگی تصــادفی  و پیچیــدگی پرس‌وجوی  
وجود دارد ]۶[. ردة جامع  اجتماع تمام رده های 

 است که در آن  و  باشند ]۵[.
قضایای زیر ارتباط میان رده های پی‌سی‌پی و رده های 

کلاسیک را تبیین می کنند:
. اســتدلال: عــدم وجود  قضیــه 1-3. 

تصادف و پرس‌وجــو معادل تصمیم‌گیــری قطعی بدون 
بررسی برهان است که با ردة P هم‌ارز است.

. اســتدلال: بــا  قضیــه 2-3. 

وجود بیت هــای تصادفی لگاریتمی اما بــدون مراجعه به 
برهان، ماشین تورینگ قادر است تمام حالات تصادفی را 

در زمان چندجمله‌ای شبیه سازی کند.
. اســتدلال: با  قضیه 3-3. 

تصادف ثابت، برهان همچون رشــته‌ای با طول لگاریتمی 
خواهد بود کــه بررسی آن در زمــان چندجمله‌ای مقدور 

است.
. استدلال: برهان  قضیه 4-3. 

 ســنجی قطعی که مجاز به خواندن تعداد چندجمله‌ای بیت 
از برهان باشد، دقیقا منطبق بر تعریف کلاسیک NP است.

قضیــه 3-5. فــرض کنیم  اســت. زبان  

می تواند توسط ماشین تورینگ نامعینی تصمیم‌گیری شود 
که حداکثر  گام غیرقطعی داشــته و در مجموع 
در  گام متوقف گردد. اثبات: هدف، طراحی 
ماشین تورینگ نامعینی اســت که دقیقا زبانی را بپذیرد که 
توسط برهان سنج  پذیرفته می شود. این ماشین 
، رویکرد زیــر را اتخاذ می کند: ۱. از  بــا دریافت ورودی 
آنجا که ماشین به رشــتة تصادفی  دســترسی مستقیم 
ندارد، تمامی  حالت ممکن برای رشــته های تصادفی 
را مدنظر قرار می‌دهد. ۲. ماشین به‌ازای هر رشتة تصادفی، 
 بیت موردنیاز از برهان را به صورت غیرقطعی حدس 
می‌زند و ســپس بررسی می کند که آیا این حدس ها منجر 
به پذیرش توســط برهان سنج می شــوند یا خیر. از آنجا 
که عملیــات بررسی برای هر رشــتة تصــادفی در زمان 
( انجــام می پذیرد، پیچیدگی زمانی  چندجمله‌ای )
نهایی حاصل ضرب تعداد حالات تصادفی در زمان بررسی 
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هر حالت، یعنی  خواهد بود.
لم 3- 1. هر زبان تصمیم‌گیری  شده در ماشین تورینگ 

، در ماشین تورینگ معین در زمان  نامعین در زمان 
 قابل تصمیم‌گیری است.

قضیه 6-3.   

اثبات: بنابر قضیة 5.3، هر زبان  را می توان 
به کمک ماشین تورینگ نامعین شبیه سازی کرد. این ماشین 
برای بررسی ورودی، نیاز دارد مقادیر بیت های برهان را 
بداند. از آنجا که برهان سنج به ازای هر یک از  رشتة 
تصادفی ممکــن، حداکثر  بیت را می خواند، تعداد کل 
بیت های برهان که در فرایند تصمیم‌گیری مؤثرند، حداکثر 
 بیت است. ماشین نامعین می تواند این  
بیت را به صورت غیرقطعی حدس بزند. بنابراین، با استناد 
به لم 1.3، ماشین تورینگ معین می تواند با پیمایش تمامی 
 حالــت ممکن برای این بیت هــا، وجود برهان معتبر را 
بررسی کند. زمان لازم برای این شبیه سازی معین، متناسب 
با تعداد حالات  ضرب در زمان اعتبارســنجی 
هر حالت )که تابعی از  و  است( خواهد بود. 
بدین ترتیب، شــمول در ردة زمــانی  مذکور اثبات 

می‌گردد.
. اثبــات: با جایگذاری  قضیه 7-3. 

نتیجــة   ،۳.۶ قضیــة  در  و   مقادیــر 
 حاصل می‌شود که همان P است.

۴- تحلیل رابطة پیچیدگی پرس وجو و شکاف

4-1- مقایسة برهان سنج کلاسیک و پی سی پی

در مدل کلاسیک، برهان ســنج تمــام برهان را مطالعه 
می کند. لذا می توان آن را برهان سنج پی‌سی‌پی با پیچیدگی 
) ( و شــکاف کامل )  پرس‌وجــوی بــالا )

دانســت. در مقابل، نسخة احتمالاتی ســاده‌ای را در نظر 
بگیریم که تنها یک بند تصادفی را بررسی می کند. در اینجا 
 ثابــت و بسیار کوچک اســت، اما شــکاف  
خواهد بود که با افزایش ابعاد مســئله به صفر میل می کند 
]۴[. پرســش اساسی این اســت که آیا می توان هم‌زمان به 

شــکاف بزرگ و پیچیدگی پرس‌وجوی پایین دست یافت؟ 
قضیة پی‌سی‌پی پاسخی مثبت به این پرسش می‌دهد.

4-2- بهبود ویژگی صحت از طریق تکرار

بــرای بهبود ویژگی صحت، فرایند وارسی  بار تکرار 
می شــود. با این کار، احتمال خطای برهان سنج به صورت 
( کاهــش می یابد، در حالی کــه هزینة پیچیدگی  نمایی )
( افزایش  پرس‌وجو و تصــادف به صورت خطی )ضریب 
می یابد. احتمــال فریب خوردن برهان ســنج به میزان  
کاهش می یابــد. پیچیدگی های پرس‌وجو و تصادفی نیز به 

اندازه‌ی ضریب  افزایش می یابند.
مثــال 4-1. )تکــرار متوالی جهت کاهــش خطا(: فرض 

کنیم سیســتم پی‌سی‌پی‌ای دارای خطای صحت23 برابر با 
 اســت. به این معنی که در هر بار اجرا، شــانس 
این که برهان ســاز فریبکار بتواند برهان سنج را نسبت به 
گزاره‌ای نادرســت متقاعد کند، ۵۰ درصد اســت. حال اگر 
هدف دســتیابی به سطح اطمینان 99/9 درصد باشد )یعنی 
احتمال خطا به کمتر از ۰٫۰۰۱ برســد(، برهان ســنج باید 
آزمون را تکرار کند. با انجام  بار تکرار مســتقل، احتمال 
خطای کل به  کاهش می یابد. در این حالت، برای برقراری 
 ، ، با توجه بــه این که  شــرط 
انتخاب  خطای  را نتیجه می‌دهد 
که کمتر از حد آستانة مجاز است. بنابراین، با ده بار تکرار 

ضریب اطمینان به حد مطلوب ارتقا می یابد.

۵- قضیة پی سی پی و پیامدهای آن
یکی از دســتاوردهای برجســتة نظریة پیچیدگی، قضیة 
پی‌سی‌پی است که آرورا24 و همکاران )۱۹۹۸( اثبات کردند ]۶[

قضیه 5-1. )قضیة پی سی پی(: 

این قضیه بیــان می‌دارد که هر مســئلة متعلق به ردة 
NP را می توان با اســتفاده از تعداد لگاریتمی بیت تصادفی 

23-Soundness Error
24-Arora
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و پرس‌وجوی تعداد ثابــتی از بیت های برهان، با دقت بالا 
وارسی نمود.

مثال 5-1. جهت تبیین دقیق تر، معادله صدق-۳ حل ناپذیر 

فرضی را در نظر بگیریم. فرض کنیم برهان ســاز فریبکار، 
( ارائه کرده است. در این برهان، برای  برهانی ساختگی )
یکی از بندها مقداردهی نادرســتی درج شــده است )برای 
نمونــه، فرض کنیم مقداردهی صحیح باید  باشــد که 
نشــان‌دهندة عدم صادق شدن بند اســت، اما برهان ساز 
مقدار دیگری درج کرده است(. برهان سنج موظف است در 
فرایند پرس‌وجوی تصادفی خود، دو شرط را احراز نماید: 
نخست آن که در مقداردهی ارائه شده برای هر بند، دست کم 
ارزش یک بیت برابر با ۱ باشــد )شرط صدق پذیری(. دوم 
آن که بیت های منتسب به بند، با مقادیر متغیرهای متناظر 
در بخش اول برهان و ســاختار خود بند سازگاری داشته 
باشند )شرط تطابق(. برهان سنج به صورت تصادفی بخش 
دوم برهــان را انتخاب می کند )کــه به فرض مقدار ۰۱۱ را 
دارد(. بررسی شــرط اول نشــان می‌دهد این بخش دارای 
بیت با مقدار ۱ است )شرط صدق پذیری برقرار است(. در 
بررسی شرط دوم، با توجه به مقداردهی متغیرها در بخش 
اول برهان )مثلا ۱۱۱( و ساختار بند دوم )که لیترال های آن 
به گونه‌ای است که با مقادیر متغیرها سازگار است(، تطابق 
مقادیر تأیید می شود. بدین ترتیب، برهان ساز توانسته است 

در این بررسی موضعی، برهان سنج را فریب دهد.
این مثال، درک سازوکار قضیة 5-1 را تسهیل می کند. 
اگــر فرمول دارای  بند باشــد، می توان هــر بند را با یک 
عدد در بازة ۱ تا  آدرس‌دهی نمود. برهان سنج با انتخاب 
تصــادفی یک عــدد در این بــازه، نیازمند  بیت 
تصادفی اســت. از ســوی دیگر، در هر نوبت وارسی، تنها 
نیــاز به خواندن تعداد محدودی بیت از برهان دارد )مثلا ۳ 
بیــت مربوط به بند و ۳ بیت مربوط به متغیرها(، که بیانگر 

پیچیدگی پرس‌وجوی ثابت  است.

5-1. عدم وجود الگوریتم های تقریبی کارآمد

قضیــة پی‌سی‌پی ارتباط تنگاتنگی با دشــواری تقریب 
، قضیة  مســائل NP-hard دارد. اگر فــرض کنیم 
پی‌سی‌پی نشــان می‌دهد که یافتن الگوریتم های تقریبی با 
دقت بالا برای بسیاری از مسائل NP دشوار است. کلید این 
ارتباط، در مفهومی به نام »کاهش پی‌سی‌پی25« نهفته است

مفهوم کاهش پی‌سی‌پی ]۱، ۶[: تبدیل چندجمله‌ای است که 

برخلاف کاهش های کلاسیک، »شکاف« میان مقادیر بهینة 
مســئله در حالات »بله« و »خیر« را ایجــاد می کند. در این 

کاهش:
تمامیت: اگر پاسخ مسئلة اصلی »بله« باشد، مقدار بهینه‌ی ● 

مسئلة حاصل حداکثر ممکن )مثلا ۱۰۰٪( است.
صحت: اگر پاســخ مســئلة اصلی »خیر« باشــد، مقدار ● 

 ) بهینه‌ی مســئلة حاصل از حد آستانه‌ای مشخص )مثلا 
کمتر است. این شــکاف ایجاد شده تضمین می‌کند که هر 
الگوریتم تقریبی که بتواند جوابی بهتر از آستانة  بیابد، در 

واقع قادر است مسئلة اصلی NP-hard را حل کند.
تعریف 5-1. )مســئلة MAX-3SAT(: هدف این مســئله، 

یافتن تخصیصی اســت که بیشترین تعداد بندهای فرمول 
بولی را صادق نماید.

اســتدلال بر عدم تقریب پذیری: فرض کنیم الگوریتمی 
تقریبی موسوم به »الف« وجود دارد که قادر است همواره 
پاســخی با دقــت ۸۰ درصــد بــرای MAX-3SAT بیابد. با 
بهره‌گیری از ایــن الگوریتم و ســاختار کاهش پی‌سی‌پی 
)که در آن خطای صحت  کمتر از ۸۰ درصد تنظیم شــده 
اســت(، می تــوان الگوریتم تصمیم‌گیر جدیــدی )که آن را 
»الف ســتاره« می نامیم( طراحی نمود که قادر است مسئلة 
اصلی صدق پذیــری را در زمان چندجملــه‌ای حل کند: ۱. 
تبدیل: فرمول ورودی  با استفاده از کاهش ‌پی‌سی‌پی به 
فرمول جدید  تبدیل می شود. طبق ویژگی »تمامیت«، اگر 
 صدق پذیر باشد،  کاملا صدق پذیر است )۱۰۰ درصد 
بندها(. ۲. تصمیم‌گیری: اگر  صدق پذیر باشــد، الگوریتم 

25-PCP Reduction
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»الف« عددی بــالای ۸۰ درصد را بازمی گرداند. اما اگر  
صدق ناپذیر باشد، طبق ویژگی »صحت« و وجود »شکاف« 
ایجاد شــده توســط پی‌سی‌پی، امکان تمایــز قطعی میان 
حــالات صدق پذیر و صدق ناپذیر را بــا الگوریتمی تقریبی 
فراهم می ســازد. لذا وجود چنین الگوریتم تقریبی مستلزم 

 خواهد بود.
 NP-hard در ردة مسائل MAX-3SAT نتیجه 5-1. مسئلة

است ]۱[.
نتیجه 5-2. اگر الگوریتم تقریبی دقیق برای بسیاری از 

 NP و P موجود باشد، منجر به هم‌ارزی رده های NP مسائل
خواهد شد ]۱، ۶[.

۶- مفهوم اوراکل در نظریة پیچیدگی رایانشی
در روند طبقه بندی مســائل بر اساس منابع مورد نیاز، 
مفهوم »ماشین اوراکل« به عنــوان ابزاری انتزاعی معرفی 
شده اســت. ماشین اوراکل، جعبه‌سیاهی فرضی است که 
قادر است مسائل تصمیم خاصی را بدون هزینة محاسباتی 
و به صورت آنی حل نماید ]۷[. زبانی که اوراکل می پذیرد با 
 و ماشین تورینگ مجهز به آن را با  نمایش می‌دهند 
]۸[. این مفهوم در بحث »نسبی سازی26« و تعریف رده های 

 و  کاربرد اساسی دارد.

۷- واکاوی ابهام اصطلاح اوراکل در نظام پی‌سی‌پی
»اوراکل« در حــوزة تحقیقــاتی پی‌سی‌پی  اصــطلاح 
کاربــردی متفاوت از معنای کلاسیــک آن دارد. در فصل 
۳ اشــاره شــد که برهان سنج دســترسی آنی به بیت های 
برهان دارد. در برخی متون، به این ســازوکار دســترسی 
نیز »اوراکل« اطلاق می گردد ]۴، ۵[. این اشتراک لفظی میان 
اوراکل محاسباتی )فصل ۶( و دسترسی آنی در پی‌سی‌پی 
ممکن است منجر به ابهام و ایراد بر نتایج عدم تقریب پذیری 

الگوریتم ها شود.
مفهوم اوراکل، شــالودة بسیــاری از اثبات های نظری 
اســت. اما اگــر معنــای اوراکل در نظــام پی‌سی‌پی دقیقا 
26-Relativization

هماننــد تعریف آن در فصل ۶ تفسیر شــود، ابهامی جدی 
رخ می نماید. یادآوری می شود که در انتهای بخش پیشین، 
الگوریتــم فرضی »الف ســتاره« بــا اتکا به برهان ســنج 
پی‌سی‌پی، فرمــول جدیدی ایجاد نمود که منجر به تناقض 
و در نهایت اثبات عدم تقریب پذیری گردید. حال اگر فرض 
شــود که برهان سنج پی‌سی‌پی از قدرت اوراکلی به معنای 
کلاسیک آن بهره می برد، ممکن اســت کل فرایند استدلال 

زیر سؤال برود.
لازم اســت پیش‌زمینه‌ای در خصوص »ماشین تورینگ 
فرارایانــشی28«  »ماشین‌هــای  ادعــای  و   ]۹[ وزن‌دار27« 
ارائه گردد. پس از معــرفی ماشین تورینگ وزن‌دار، ییری 
ویدرمان29 ]۹[ ادعــای قابل توجهی را مطرح نمود مبنی بر 
ایــن که ماشین های تورینگ فرارایانــشی می توانند قدرتی 
فراتر از ماشین های تورینگ استاندارد داشته باشند. با این 
حال، بنجامین بدرگال30 و سانتیاگو فیگوئرا31 ]۱۰[ این ایده 
را مورد نقد جدی قرار دادند. آنها استدلال کردند که تحقق 
ماشیــن فرایارانشی منوط به فرض بسیار خاصِِ »توانایی 
ماشین برای کار با اعداد حقیقی غیرقابل رایانش« اســت. 
اعطــای چنین مجــوزی به منزلة تجهیــز ماشین به نوعی 
اوراکل قدرتمند اســت ]۱۱، ۱۲[. از آنجا که وجود فیزیکی 
چنین اوراکلی محال اســت، تحقق ماشین فرارایانشی نیز 

منتفی است.
حال ممکن است این ابهام برای اثبات عدم تقریب پذیری 
هم رخ دهد. همان طور که اشــاره شد، اثبات مذکور بر پایة 
برهان سنج پی‌سی‌پی انجام می‌گیرد. برهان سنج پی‌سی‌پی 
نیز دارای اوراکل اســت و وجود این اوراکل موجب تقویت 
ابهام درســتی در اثبات عدم تقریب پذیری می شود. اما این 
نتیجه‌گیری صحیح نیســت. به بیان دیگــر، باید به ماهیت 
متفــاوت اوراکل ها در این دو حوزه توجه کرد. جدول زیر 

تفاوت های بنیادین این دو مفهم را تبیین می کند:

27-Weighted Turing Machines
28-Hypercomputation
29-Jiří Wiedermann
30-Benjamin Bedregal
31-Santiago Figueira
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تفاوت میان اوراکل ماشین تورینگ )کلاسیک( و اوراکل در نظام پی سی پی
اوراکل ماشین تورینگ ویژگی

)کلاسیک(
اوراکل در نظام پی سی پی

رشته ای از داده ها )برهان(جعبه سیاه محاسباتیماهیت
حل مسائل محاسبه ناپذیر قدرت

یا دشوار
صرفا دسترسی تصادفی به حافظه

ارتقای توان محاسباتی نقش
ماشین

مدل سازی دسترسی کارآمد به 
داده ها

قابلیت 
تحقق

انتزاعی و غیرقابل 
پیاده سازی فیزیکی

قابل شبیه سازی با مدل دسترسی 
مستقیم به حافظه

بنابرایــن، اوراکل در نظام پی‌سی‌پی فرضی محاســبه 
 ناپذیر محسوب نمی شود و شایسته است برای اجتناب از 
خلط مبحث، به جای به کار بــردن واژة »اوراکل« از تعبیر 
دقیق تر »دسترسی آنی« اســتفاده گردد. همان طور که در 
این نوشــتار رعایت شــده اســت. در نتیجه، استدلال های 
عدم تقریب پذیــری مبتنی بر پی‌سی‌پی کاملا معتبر بوده و 
نمی توان آن را متهم به استفاده از ابزارهای محاسبه ناپذیر 

)به مانند تعریف کلاسیک اوراکل( کرد.

۸- نتیجه گیری و افق های پژوهشی
در این نوشــتار، نظام برهان های وارسی پذیر احتمالی 
)پی‌سی‌پی( به عنوان چارچوبی نو و تحول آفرین در نظریة 
پیچیدگی مورد بررسی قرار گرفت. تحلیل ها نشان داد این 
نظام با ادغام معیارهای احتمالاتی و دسترسی تصادفی به 
برهان، ابزاری قدرتمند جهت اثبات ســختی تقریب مسائل 
NP فراهم آورده است. نکتة کلیدی پژوهش، ابهام‌زدایی از 

مفهوم »اوراکل« در این حوزه بود. تبیین گردید که اوراکل 
در پی‌سی‌پی دلالت بر دسترسی کارآمد به داده ها داشته و 
متمایز از مفهوم اوراکل در ماشین های تورینگ )که دلالت 

بر قدرت فرامحاسباتی دارد( است.
پیشنهادهایی برای پژوهش های آینده: بر مبنای مباحث 

مطرح شده، محورهای پژوهشی زیر پیشنهاد می گردند:
	1 بهینه‌ســازی پارامترهای پی‌ســی‌پی: تمرکز بر کاهش .

( و پیچیدگی تصادفی  هم‌زمان پیچیدگــی پرس‌وجو )
( با حفظ شــکاف خطا، که نقشــی حیاتی در کارایی  (

پروتکل‌های اثبات ایفا می‌کند.

	2 کاربردهــای نــو در رمزنگاری: بررســی پتانســیل .
پی‌ســی‌پی‌های کوتــاه )ماننــد PCPs of Proximity( در 
توســعة سیســتم‌های اثبات دانش‌صفر32 مقیاس‌پذیر 

برای فناوری‌های توزیع‌شده و محاسبات امن.
	3 تحلیل برهان‌ســنج‌های تطبیقی: مطالعة عمیق‌تر تأثیر .

تطبیقی بودن پرس‌وجو‌ها بر درجة ســختی تقریب در 
مسائل خاص گراف و هندسة محاسباتی.
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